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У збірнику розглянуто питання, що пов’язані з розробкою та дослідженням 

систем автоматичного керування, нових інформаційних технологій та систем для 
потреб науки, промисловості, медицини, економіки, енергетики, охорони довкілля. 
Представлено теоретичні та прикладні результати досліджень у галузі керування 
складними об’єктами. 

 
Автоматика–2014: Материалы 21-й Международной конференции по 

автоматическому управлению, г. Киев, 23-27 сентября 2014 г. – К.: Изд-во НТУУ 
«КПИ» ИПИ ППК «Политехника», 2014. –  323 с. – Языки укр., рус., англ. 

 
В зборнике рассмотрены вопросы, касающиеся разработки и исследования 

систем автоматического управления, новых информационных технологий и систем 
для потребностей науки, промышленности, медицины, экономики, энергетики, 
охраны окружающей среды. Представлены теоретические и прикладные результаты 
исследований в области управления сложными объектами. 

 
The problems devoted to the research and development of control systems, new 

information technologies and systems for science, industry, medicine, economics, 
energetics, and environmental protection are considered. Theoretical and applied studies in 
area of complex objects control are presented. 
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УДК 519.8 
 
КУНЦЕВИЧ В.М. 

 
СИНТЕЗ УПРАВЛЕНИЯ СЕМЕЙСТВОМ НЕЛИНЕЙНЫХ ОБЪЕКТОВ ПРИ НАЛИЧИИ 

ОГРАНИЧЕННЫХ ПОМЕХ ИЗМЕРЕНИЙ 
 

Розглядається задача синтезу управління сімейством нелінійних об’єктів, для параметрів яких задана їх 
апріорна гарантована оцінка. Через наявність завад вимірювань і нелінійність об’єктів задача синтезу сфо-
рмульована як узагальнення задач Зубова-Булгакова. Основний результат доповіді – аналітичний розв’язок 
мінімаксної задачі синтезу. 

   
We consider the problem of control synthesis for a family of nonlinear plants with the parameters which are 

known to the extent of a priori given set-valued estimate. Due to the presence of nonlinearity and errors in meas-
urements, the synthesis problem is stated as generalized Zubov-Bulgakov problem. The main result of the report is 
analytical solution of the stated minimax synthesis problem. 

 
1. Постановка задачи  
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Примем, что вектор nX  измеряется полно-
стью, но с ограниченными помехами и резуль-
тат измерений имеет вид 
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Целью управления системой (1)-(3) примем 
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Теорема 1 [1]. Минимаксные задачи (9) 
имеют аналитические решения 
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ляем искомый вектор управления 

nn UBU


 1 . (11)

Подставив (11) в (1), окончательно получим 
уравнение замкнутой неавтономной системы 

),,,()(
~

1 AZXLXFLAXX nnnnn 


 (12)

где 

  ;;
1

1

m

i

i
m

ii ldiagLldiagL


 








 (13)

 )(
~

)(
~

)( nnnn ZXFXFLZAA 





 


, (14)

Из (12)-(14) следует, что из-за наличия в си-

стеме (1) нелинейной вектор-функции )(
~ F  по-

меха nZ  действует на семейство систем (12)-

(14) аддитивно и мультипликативно. 
 
2. Обсуждение полученных результатов  
 
Из (12)-(14) следует, что при 0nZ  это се-

мейство систем вырождается в семейство нели-
нейных автономных систем. Для того, чтобы 
семейство систем (12)-(14) имело ограниченное 

инвариантное множество 
*

X , семейство нели-
нейных автономных систем 

)(
~

1 nnn XFLAXX  , (15)

где ;1 mA AAA      LL  

mLL   1 , должно быть асимптотически 

устойчиво в целом или в заданной области 

X . 

Для анализа устойчивости системы (15) «в 
области» эволюцию этого семейства систем 
запишем в терминах разностных включений 

),,,(11 LAZXΗX nnnX   , (16)

где  




L

A

Z

Η





 


















 

L

A

Z
nn

T

n

XFLXAA )(
~

)( . 
(17)

Ограничимся требованием устойчивости в 

области 






 


XX :X , где 


  – заданное 

число. Примем, что 

XX  nnX . 

Заменим множество 1nX , определенное со-

отношениями (16), (17), его оценкой сверху в 
виде интервального множества 

,

),,(

1,1,21,1

11









nmnn

nnnX

xxx

LZXΗX


 (18)

где 
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(19)

Теорема 2. Если     01  nn XX   n  при 

XnX , то тривиальное решение разностного 

включения (18) асимптотически устойчиво при 
n  и при этом имеет место включение  

nn XX 1 . (20)

Если включение (20) имеет место, то неавто-
номная система (16), (17) имеет ограниченное 

инвариантное множество 


X , т.е. такое множе-

ство, что если 


XnX , то и 


 X1nX  при всех 

допустимых ZnZ . Обозначив через 


X  инва-

риантное множество системы (16), (17) и при-

няв 


  XXX nn 1 , после подстановки этих 

обозначений в (16) получим уравнение 










LAZXGX ,,, , определяющее искомое 

множество 


X , для решения которого восполь-
зуемся итерационной процедурой. 
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ОЦЕНКИ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ В ЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМАХ 

 
We consider stable, continuous time-invariant systems described by linear homogenous differential equations 

with nonzero initial conditions. The talk is devoted to the analysis of transient response; this effect is somewhat 
similar to overshoot, reaction of a system with zero initial conditions to the unit step function input. We provide 
lower estimates of the maximum deviation of the trajectory from the initial conditions, formulate new and open 
problems. 

 
Введение и формулировка задачи  

В теории управления хорошо известно и 
изучено явление перерегулирования [1] – 
всплескообразной реакции устойчивой системы 
с нулевыми начальными условиями на единич-
ное входное воздействие ( ) 1w t  . Перерегули-
рование характеризует максимальное отклоне-
ние выходной переменной возмущенной систе-
мы от установившегося значения. Это явление 
близкó по своей природе к нежелательному 
эффекту всплеска [1], или больших уклонений 
невозмущенной устойчивой системы от нену-
левых начальных условий; однако исследова-
нию этого эффекта в литературе уделено гораз-
до меньше внимания; см. например, [2–7]. В 
настоящем докладе, наряду с кратким обзором 
литературы по обсуждаемому вопросу, пред-
принимаются попытки оценить максимальный 
всплеск в системах специального вида и с раз-
личным расположением корней замкнутой си-
стемы. 

Точнее, рассматриваем систему 

        ,x Ax bu     n nA  ,   1nb  ,       (1) 
в канонической управляемой форме, со скаляр-
ным управлением u и ненулевыми начальными 
условиями 
                               0 1x   .                              (2) 

В предположении управляемости пары (A,b), 
выбором управления в виде линейной обратной 
связи по состоянию Tu k x  спектр   замкну-
той системы  может быть назначен произволь-
но. Задача заключается в оценке величины 

                   
0 1 0

inf max max ( )n
x t

x t   


 
   , 

где x(t) – решение системы (1)-(2). Иными сло-
вами, мы хотим найти такое расположение кор-
ней замкнутой системы, при которых наиболь-
шее (по времени и по всем начальным условиям 

из единичного куба) уклонение траектории от 
начальных условий было бы минимальным.  

 
Известные и новые результаты 

Практика показывает, что эффект всплеска ”ти-
пичен” для рассматриваемых систем. Рис. 1 
иллюстрирует это явление; на нем приведен 
график последней компоненты вектора реше-
ния устойчивой системы десятого порядка (в 
канонической форме) с одинаковыми веще-
ственными собственными значениями, равны-
ми 2i   и единичными начальными условия-

ми  
                            0 (1,1,...,1)Tx  . 

 
Рис. 1. Иллюстрация эффекта всплеска. 

 
Видно, что норма решения возрастает более 
чем в 2000 раз, прежде чем начать убывать.      
     В приведенной выше общей постановке за-
дача представляется весьма трудной, и немно-
гие имеющиеся в литературе результаты отно-
сятся как правило к специального вида спектру 
или начальным условиям. Так, в пионерской 
работе Фельдбаума [2] рассматривались 
начальные условия  
                          0 (1,0,...,0)Tx  ; 
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при некоторых ограничениях на спектр была 
получена монотонно убывающая оценка сверху 
для первой компоненты вектора решения x(t). 
Однако оказывается, что при этом остальные 
компоненты могут испытывать значительный 
всплеск. В докладе предложена нижняя оценка 
для последней компоненты решения, показы-
вающая, что этот всплеск тем больше, чем 
больше размерность системы и степень ее 
устойчивости (величина вещественной части 
корней). 
     Следующей ключевой работой является ста-
тья Измайлова [3], развивающая идеи, выска-
занные в [4]. В ней показано, что если регуля-
тор k в системе (1) – (2) выбран так, что все 
собственные значения матрицы замкнутой си-
стемы лежат левее  , то справедлива оценка 

0

1

0 1/ 1
max max ( ) n

t x
x t C


 

  


 
  , 

где константа C зависит лишь от матриц разо-
мкнутой системы, но не от регулятора k. Рису-
нок 1 иллюстрирует ровно этот случай – 
``сильно устойчивые‘’ корни замкнутой систе-
мы приводят к большому всплеску, причем на 
начальном участке траектории. Один из новых 
результатов, представленных в докладе, отно-
сится к уточнению константы C. 
        Далее, неожиданным образом оказывается, 
что не только далекие корни могут приводить к 
большим уклонениям, но и “слабоустойчивые”, 
которые близки к мнимой оси. При этом, одна-
ко, рост нормы решения наблюдается при 
больших значениях t, и в докладе приводятся 
соответствующие оценки. 
      

Квадратичная стабилизация  

     К решению задачи об уклонениях можно 
пытаться подходить с иных позиций, – не 
назначая корни замкнутой системы, а синтези-
руя  стабилизирующую  обратную  связь,  при  

которой уклонение было бы по возможности 
малым при всех начальных условиях из еди-
ничного шара (таким образом, здесь рассматри-
ваем евклидову норму). 
     В докладе показано, что такая задача может 
быть решена следующим образом с использо-
ванием аппарата линейных матричных нера-
венств (LMI) [1]. А именно, решая LMI вида  

       2T T TAP PA by yb P     ,    I P       (3) 

(здесь символ   означает отношение порядка 
на множестве симметричных матриц, а I – еди-
ничная матрица) относительно матричной пе-
ременной P  и векторной переменной y, полу-
чаем, что регулятор 

1k P y  
стабилизирует систему со степенью устойчиво-
сти не меньшей  ; при этом 1( ) TV x x P x  яв-
ляется функцией Ляпунова для замкнутой си-
стемы, а эллипсоид ( ) 1V x   является инвари-
антным: начавшись в любой точке единичного 
шара, траектория системы не покинет эллипсо-
ид. Чтобы минимизировать уклонение, теперь 
достаточно минимизировать большую полуось 
этого эллипсоида, что эквивалентно минимиза-
ции спектральной нормы матрицы P при огра-
ничениях (3). Полученная оптимизационная 
задача относится к классу задач полуопреде-
ленного программирования, легко решаемых 
численно. 
 

Заключение 

     Целью дальнейших исследований является 
получение более точных оценок больших укло-
нений, распространение результатов на систе-
мы дискретного времени и исследование сов-
местного влияния ненулевых начальных усло-
вий и внешних возмущений в линейных систе-
мах.
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ГАРАНТИРОВАННОЕ ОЦЕНИВАНИЕ СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ ПО ДАННЫМ  

КОСВЕННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РАНДОМИЗАЦИИ 
 

Розглядається задача оцінки вектора стану системи за наближеними даними, які отримуються при опо-
середкованих (непрямих) вимірюваннях. Вважається, що рівняння спостереження, які зв’язують параметри 
стану і вектор вимірювань, відомі. Досліджується випадок, коли розмірність вектора вимірювань більша від 
розмірності вектора стану. Основна ціль досліджень полягає в тому, щоб за рахунок надлишку вимірювань 
досягти більшої точності оцінювання стану. Для цього використовується інтервальний аналіз та процедури 
рандомізації. 

   
System state estimation problem using approximate data obtained under indirect measurements is considered. 

Observation equations that link state vector and measurement vector supposed to be known. Case when dimension 
of measurement vector more then state vector is studied. Main goal is to investigate the possibility to receive more 
precise estimation owing to the measurement surplus. Interval analysis and randomization procedure are used for 
this. 

 
Введение 

 
Оценка вектора состояния системы по дан-

ным косвенных (непрямых) приближенных из-
мерений является актуальной проблемой для 
ряда приложений, а особенно это важно в си-
стемах высокоточного управления. Суть про-
блемы состоит в следующем. На практике 
очень часто по целому ряду причин невозмож-
но непосредственно измерить интересующие 
параметры состояния системы, а доступны для 
наблюдения только их косвенные проявления. 
В таких случаях уравнения наблюдения имеют 
вид 

),(xhy   (1)
где y  – вектор измеряемых величин размерно-
сти m , а вектор x  размерности n  – состояние 
системы, )(xh  – известная функция. При не-
точных измерениях вместо y  имеем вектор 

 yy~ , где   – погрешность измерения. 
Пусть Xx , где X  – область всех допустимых 
состояний системы. Если ранг матрицы Якоби 









x

h
 равен n  в каждой точке X , то из (1) 

можно получить оценку состояния x , в про-
тивном случае имеем полную или частичную 
ненаблюдаемость системы. При неполной 
наблюдаемости (1) обычно дополняется урав-
нениями связи между переменными x  или за-
кономерностями их поведения, например, 
уравнениями динамики [1]. 

В докладе рассматривается противополож-
ная ситуация, когда nm   и (1) задает пере-

определенную систему уравнений, соответ-
ствующую наблюдаемому случаю. Ставится 
задача на основе интервального анализа и ран-
домизации получить гарантированные мини-
мальные множественные оценки для x . 

 
1. Обобщенный МНК  

 
Рассмотрим более простой линейный случай, 

когда (1) представляется как 

,Hxy   (2) 

где матрица H  размерности nm  не зависит 
от x . Тогда для нахождения x  при условии, 
что nrankH )( , можно применить взвешен-
ный МНК. Если информация о   сводится к 
ограниченным интервальным оценкам 

,,1, miii  , (3) 

что наиболее распространено на практике, то 
можно поставить задачу о нахождении интер-
валов принадлежности, которые гарантирован-
но содержат искомые компоненты вектора x .  

Взвешенный или обобщенный МНК сводит-
ся к решению задачи минимизации функции 

  0,,
2

1
)(

1

2  


i

m

i
iii yxhxJ , (4) 

где i  – весовые коэффициенты, подлежащие 

выбору, ),,,( 21 iniii hhhh   – i -ая вектор-строка 

матрицы H . 
Необходимое условие минимума (4) сводит-

ся к квадратной системе уравнений 

,yAx   (5)
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где матрица A  состоит из элементов 





m

s
sjsisij hha

1

, а вектор ),,,( 21 nyyyy   имеет 

компоненты 



m

k
kksks yhy

1

. Решение (5) можно 

записать в виде  

niyhA
A

x
n

j

m

s
ssjsiji ,1,

det2

1

1 1

  
 

, (6) 

где ijA  – алгебраические дополнения для эле-

ментов ija . Поскольку вместо sy  имеем его 

приближенное значение sy~ , то из (6) получаем 

оценку ix


. Выражение (6) позволяет найти га-
рантированный интервал, которому принадле-
жит точное значение ix . Его можно записать 

как 



 



iiii xx 2,2 , где i  определяется 

уравнением 

i

m

s

n

j
sjijsi hA

A
  

 1 1det

1
. (7) 

Целесообразно взять такой вектор 0 , ко-
торый доставляет минимум s , хотя это явля-

ется нетривиальной задачей, особенно при 
больших m . Более того, для каждого i  можно 
находить свой оптимальный вектор i

opt , кото-

рый может быть разным для разных i . Тогда 

для каждого i  будем иметь ix


 и i , получен-

ные для своего i
opt . Значение i

opt  должно 

находиться из следующей задачи минимизации: 









 
 




i

m

s

n

j
sjij

i
si

ms

hA
A

x
i
s 1 1

,1
1 det

1
min . (8) 

Множество допустимых i  может быть дру-
гим, например, определяемое неравенством 

1i . Эта задача для ограниченной области 

может быть решена методом многомерной оп-
тимизации из класса стохастических алгорит-
мов, например, методом дифференциальной 
эволюции. 

Результаты вычислительных экспериментов 
показали, что при близком к оптимальному   
значение i  в большинстве случаев было в 

пределах интервала  i
i

i
i

 max,min , т.е. суще-

ственно уменьшить i  за счет взвешенного 

МНК не удается. Квадратная система (5) с 
наименьшими i  дает вполне приемлемое зна-

чение гарантированного интервала. 
 

2. Использование процедуры рандомизации 
 
Гарантированный результат получается при 

реализации самой неблагоприятной погрешно-

сти mii ,1,  . На самом деле это достаточно 

редкое маловероятное событие. Целесообразно 
все-таки учесть особенности конкретной слу-
чайно реализуемой при измерениях погрешно-
сти. Для этого воспользуемся процедурой ран-
домизации при формировании данных, по ко-
торым оцениваются гарантированные интерва-
лы. Из переопределенной системы (2) форми-
руем все подходящие по условию невырожден-
ности квадратные системы, которых не более 

n
mC . Для каждой из них находим оценку ix̂  и 

соответствующий гарантированный интервал. 
Множество квадратных систем запишем в виде 

n
m

ss CSSsyxH  ,,1,~ , (9) 

из которых будем иметь 

,,1,,1,
det

1
)(

,~
det

1
)(

1

1

SsniH
H

s

yH
H

sx

n

j

s
j

s
ijs

s
i

n

j

s
j

s
ijsi















 (10)

где s
ijH  – алгебраические дополнения к элемен-

там s
ijh  матрицы sH . Находим пересечение ин-

тервалов 



 


s
ii

s
ii sxsx )(,)(  с одинаковыми 

i  и разными Ss ,1 . Это и будут наименьшие 

для данной реализации погрешности гаранти-
рованные интервалы, которым принадлежат 
точные ix . 

Список литературы 

1. Справочник по теории автоматического управления. Под редакцией А.А. Красовского. – М.: 
Наука, 1987. – 712 с. 

 



18                                  XXI Міжнародна конференція з автоматичного управління, 23-27 вересня 2014, м. Київ, Україна 

УДК 681.5 
 
РОМАНЕНКО В.Д., 
МИЛЯВСКИЙ Ю.Л. 
 

МЕТОДЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ ИМПУЛЬСНЫМИ ПРОЦЕССАМИ 
КОГНИТИВНЫХ МОДЕЛЕЙ СЛОЖНЫХ ПРОЦЕССОВ РАЗНОЙ ПРИРОДЫ 

 
Розглянуто питання про відповідність моделей імпульсних процесів у когнітивних картах та моделей 

динаміки процесів у просторі стану. Розроблено засоби стабілізації нестійких когнітивних карт за допомо-
гою введення зовнішнього управління в дискретному часі на основі регулятора стану. Також запропонова-
но метод стабілізації нестійких імпульсних процесів когнітивних карт шляхом синтезу оптимального зако-
ну управління на основі еталонних моделей замкнених систем типу «вхід—вихід». 

Ключові слова: когнітивна карта, регулятор стану, еталонна модель 
 
The adequacy of pulse processes models in cognitive maps and processes dynamics models in state space is 

considered. The method to stabilize the unstable cognitive map with external control in discrete time based on state 
controller is worked out. The method to stabilize the cognitive maps unstable pulse processes by optimal control 
law synthesis based on sample models of closed control systems (such as “input—output” control systems) is also 
proposed 

Keywords: cognitive map, state controller, sample model 
 

 
 Введение 

 
Когнитивная карта (КК) представляет собой 

ориентированный граф, вершины (узлы) кото-
рого представляют координаты сложных про-
цессов, а ребра с весами описывают взаимосвя-
зи между этими координатами. При воздей-
ствии внешних возмущений в КК происходит 
импульсный переходной процесс, динамика 
которого описывается разностным уравнением 
первого порядка [1]: 





n

j
iiji kvakv

1

)()1(    (1) 

где )1()()(  kvkvkv iii ,     ni ,...,1  

В векторной форме (1) можно записать: 

)()1( kvwKv T     (2) 

При 1|| iia  импульсный процесс (1) будет 

неустойчивым. 
 

Результаты работы 
 
2.1 Для разработки методики стабилизации 

импульсных процессов КК в работе доказаны 
следующие теоремы и следствия к ним: 

Теорема 1 Динамика процесса в простран-
стве состояний 

)()()1( kuGkxFkx   

)()( kxCky      (3) 

может быть представлена в виде КК (2) с весо-
вой матрицей смежности 


















0

0

000

CFCG

FGwT .  (4) 

Теорема 2 Все ненулевые собственные чис-
ла КК (4) равны собственным числам матрицы 
состояния модели (3). 

Следствие 1 Если собственные числа мат-
рицы состояния F  по модулю меньше единицы 
(т.е. модель (3) асимптотически устойчива), то 
КК, определяемая матрицей смежности (4), бу-
дет абсолютно устойчивой. 

Для стабилизации системы, представленной 
моделями (3), (4) формируется внешний вектор 
управления 

)()( kxKku p   (5) 

Теорема 3 Динамика замкнутой системы в 
пространстве состояний (3), (5) может быть 
представлена в виде КК с весовой матрицей 
смежности 















 


0

0

0

CFCG

FG

KGKG

wT   (6) 

Следствие 2 Если собственные числа мат-
рицы GKF   по модулю меньше единицы (т.е. 
замкнутая система (3), (5) асимптотически 
устойчива), то когнитивная карта, заданная 
матрицей смежности (6), будет абсолютно 
устойчивой. 
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Следствие 3 Если система в пространстве 
состояний (3) стабилизируема, то эквивалент-
ная ей КК (4) также стабилизируема в том 
смысле, что возможно обеспечить ее абсолют-
ную устойчивость путем приведения ее к виду 
(6). 

Доказательство теорем и следствий приведе-
но в [2]. 

Выполняется также обратный переход от 
управляемой модели КК к модели в простран-
стве состояний. Рассмотрен класс КК, для кото-
рых такой переход легко осуществим. Пусть 
среди множества вершин v  КК (2) можно вы-
делить подмножество вершин u , которые не 
имеют входящих ребер и при этом могут рас-
сматриваться как такие, которыми можно 
управлять. Если такое подмножество u  суще-
ствует, то задача перехода от управляемой КК к 
модели в пространстве состояний решаема. По-
скольку управляющие вершины являются исто-
ками, то при таком упорядочивании матрицу 
смежности можно записать в блочном виде: 











FG
wT 00

 

Тогда на основе (2) динамику управляемого 
импульсного процесса можно представить в 
виде: 

)()()1( kuGkxFkx   
Закон управления регулятора состояния (5) в 

форме 
)()( kxKku p  

синтезируется на основе заданного расположе-
ния полюсов характеристического уравнения 

0]det[  pGKFzI  замкнутой системы 

управления. 
Рассмотрен практический пример стабили-

зации неустойчивого импульсного процесса КК 
анализа кадровой политики в морском флоте, 
приведенной в [1]. 

2.2 В докладе рассмотрен метод стабилиза-
ции неустойчивых импульсных процессов КК 
посредством синтеза внешних управлений в 
дискретном времени на основе эталонных мо-
делей характеристических полиномов замкну-
тых систем управления типа «вход-выход». 

Утверждение. Динамика свободного движе-
ния импульсного процесса КК (1) может быть 
представлена дискретной моделью 

0)()( 1  kVzA          (7) 

где матричный полином )( 1zA  относительно 

оператора обратного сдвига 1z  имеет вид: 




































)1(

)1(

)1(

)(

11
2

1
1

1
2

1
22

1
21

1
1

1
12

1
11

1

zazaza

zazaza

zazaza

zA

nnnn

n

n







 (8) 

При 0|| iia    ni ,...,1  импульсный процесс 

КК будет неустойчивым. 
Для реализации системы стабилизации не-

устойчивой модели (7) вводится внешний век-
тор управления, который воздействует на вер-
шины КК. Тогда модель вынужденного движе-
ния КК типа «вход—выход» будет иметь вид: 

)()()(][ 11
1 kuzBkVzAI    (9) 

где матрица управления 1
1

1)(   zBzB . 
Формирование закона управления импульс-

ным процессом (9) выполняется по формуле: 

  111 )]()[()( zFIzDku   

 )]()([ kVkG     (10) 

где )(kG  – вектор приращений задающих воз-

действий. Структура матричных полиномов 
выбирается в виде 0

1)( DzD  ; 1
1

1)(   zFzF . 

Характеристический полином замкнутой си-
стемы для КК (9) u  закона управления (10) 
приравнивается к эталонной модели 

 
01

11
1

1
1 ]][[ DBzzFIzAI   

 2
2

1

1

  zAzAI MM    (11) 

корни которой 0]det[ 2
2

1

1
  zAzAI MM  вы-

бираются по модулю, меньше единицы. 
На основе (11) определяются параметры 

2

1
11 MAAF  ; )(

12

1
11

1
10 MM AAAABD   . 

Экспериментальное исследование этого ме-
тода выполнено для КК банковского процесса, 
количество вершин которой равно 7. 
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СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧНА ІДЕНТИФІКАЦІЯ НЕЛІНІЙНОЇ СКЛАДОВОЇ 

ОБ’ЄКТА КЕРУВАННЯ 
 

Рассматривается задача структурно-параметрической идентификации нелинейной статической характе-
ристики объекта управления в реальных условиях. 

 
The problem of structural-parametric identification of nonlinear static characteristics of the control object in real 

conditions. 
 

Непараметрична ідентифікація 
 

В обмеженій просторово-часовій області G  
нелінійну динаміку об'єкта, відносно i-ої скла-
дової ( )ix t  вектор-функції стану ( )X t  може 

бути подано моделлю Гамерштейна [1]: 
1

1 1
( ) [ ( )],

n n
i i

n n in n

d x d x
a a x t f U t

dt dt



      (1) 

де ,ja  1,j n   і ( )f U  підлягають визначенню, 

з довільного динамічного режиму зміни ( )ix t , 

який не гарантує лінійної незалежності змін-
них при коефіцієнтах ja  і, як наслідок, неви-

родження інформаційної матриці [2]. Взагалі 
задача одночасного визначення параметрів 
статичної та динамічної складових моделі (1) є 
некоректною [3]. Для подолання цієї проблеми 
будемо оцінювати коефіцієнти рівняння (1) з 
умови природної гладкості залежності ( )f U  

[4]: 

  
 

2

ск

1

( )
arg min ,

rN
k

r
a k

d x t
a

dU

 
  

 
  (2) 

де r характеризує ступінь гладкості ( )f U , a  – 

скорочений умовою невиродженості інформа-
тивної матриці вектор параметрів лінійної 
складової моделі (1). Так для двомірного век-
тора a  скомпенсоване по динаміці значення 

( )i kx t  дорівнюватиме: 

 
2

ск 1 2 2

( ) ( )
( ) ( ) i k i k

k k

dx t d x t
x t x t a a

dt dt
    . (3) 

Практично в (2) замість похідних беруться 
кінцеві різниці відповідного порядку, які обчи-
слюються за попередньо згладженим і впоряд-
кованим по зростанню U  масивам даних.  

Як приклад, на рис. 1 наведено статичну за-
лежність ( )f U  літака М-17, отриману з умови 
(3) (крива 1) і апроксимовану прямою (2), а 
також крива (3), яка тільки впорядкована за yU  

і побудована без компенсації динаміки. 

 
Рис. 1. Залежність витрат ( )f U  руля  

висоти від перевантаження U  
 

Параметрична ідентифікація 
 
Більшість нелінійних елементів мають кус-

ково-аналітичну залежність  f U , що під час 

аналізу і синтезу систем створює незручності. 
Якщо мати аналітичну модель  f U  в усій 

області G , то це позбавить складної логіки 
зміни структури  f U  та некоректності її ди-

ференціювання в точках дотику. Таку умову 
можна забезпечити, якщо  f U  подати сумою 

зважених аналітичними в усій області G  фун-
кціями  ваги  i U : 

      
1

n

i i
i

f U U f U


  , (4) 
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де для виділення області U  від 0 до a , візьме-
мо  i U  у вигляді m  «фільтрів нижніх час-

тот», якщо замість частоти взяти U : 

   2 2
1 1 1

m

U a U  ,  0, , 0U a a  . (5) 

Число m  тут і далі береться за умови близь-
кості з точністю до   параметричної моделі 

 Uf


 до непараметричної залежності  f U . 

Для області від a  до U   візьмемо m  «фі-
льтрів верхніх частот»: 

    1 2 2
2 1

m

U a U a U   , (6) 

де      0, , ,U U a     . 

Для області від a  до b , b a , візьмемо 
«смугові фільтри», як різницю двох «фільтрів 
нижніх частот» a  і b :     

     2 2 2 2
3 1 1 1 1

m m

U b U a U     , (7)  

де   ,U a b . 

Як приклад, розглянемо непараметричну 
оцінку залежності електрорушійної сили 
 f U  від струму збудження U  електромаши-

ни (рис. 2, крива 1) та її параметричне предста-
влення моделлю (4), яке майже співпало з кри-
вою 1: 

 

   

  де243

1
3

21

,UUU

UUUUf











 







 





 (8) 

     1

1 1 0,7
n

U U


  ,

     1

2 1 0,7
n

U U


  . 

Якщо за даними експерименту (точки на 
кривій 1, рис. 2) криву  f U  апроксимувати 

степеневим поліномом дев’ятого степеня, то 
для похибки в 1% мають місце суттєві пульса-
ції  між точками (крива 2), для полінома четве-
ртого степеня (крива 3) похибка зростає до 
8,1%. 

Таким чином, комбінація методів непараме-
тричного оцінювання залежності  f U  з по-

дальшою її параметризацією дає можливість 
отримати просту і достатньо точну модель Га-
мерштейна для об’єкта керування і, як наслі-
док, побудувати ефективно діючу в реальних 
умовах систему керування.  

 

 
Рис. 2. Залежність ( )f U  та її 

 апроксимація 
 
Наприклад, для побудови комбінованої САК 

(системи автоматичного керування) напругою 
генератора, в режимі холостого ходу методами 
непараметричної (2, 3) і параметричної (4-8) 
ідентифікації визначають по (2) сталу часу a 
обмотки збудження і статичну не лінійність (8) 
залежності  f U  від U  (рис. 2). Інерційність 

a компенсують диференціючою ланкою, нелі-
нійність – зворотною нелінійністю: 

 

   

 .UUU

UUUUf

2

1

43

1

1
3

21

1











 







 





 (9) 

Коефіцієнт K  лінеаризації визначають, як 
похідну від (8): 

    UUUK 241
2

21 3  





 



. (10) 

Далі, на основі залежностей (8-10), можна по-
будувати САК з комбінованим регулюванням 
по збуренню (струм навантаження) і відхилен-
ню напруги генератора від заданої. 
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ПАНОВ А.П. 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВИДА ЭЙЛЕРА-ГЕССА В ЗАДАЧАХ  
ДИНАМИКИ И ОРИЕНТАЦИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 
Анотація. Розглядаються узагальнені динамічні диференційні рівняння вигляду Гесса, які вміщують до-

вільний тривимірний вектор. З узагальнених рівнянь виходять класичні рівняння Гесса і нові форми дина-
мічних рівнянь обертання твердого тіла з нерухомою точкою. 

Ключові слова: рівняння Ейлера-Пуассона, Гесса, динаміка твердого тіла, орієнтація 
 
Abstract. This paper deals with the generalized differential dynamic equations of the Hess form, which contain 

an arbitrary three-dimensional vector. From generalized equations we can obtain classical equation of Hess and 
new forms of dynamic equations of rigid body rotation, that has the fixed point.  

Keywords: Euler-Poisson equations, Hess, dynamic of a rigid body, orientation. 
 

1. Классические дифференциальные уравне-
ния Эйлера-Пуассона (шесть уравнений) [1-3] 
приводятся к уравнениям вида Эйлера-Гесса 
(три уравнения), содержащим произвольный 
трехмерный вектор.  

Для определения направляющих косинусов 
«вертикали» используются три скалярных про-
изведения:   ,g    ,    ,æ 

 
где   – орт 

вертикали; g – вектор кинетического момента 
твердого тела (ТТ);   – радиус-вектор центра 
масс; æ  – произвольный вектор.  

Скалярные произведения выражаются через 
две произвольные постоянные классических 
интегралов уравнений Эйлера-Пуассона. В ре-
зультате подстановки выражения для орта вер-
тикали в уравнения Эйлера-Пуассона получа-
ются уравнения вида Гесса, существенно отли-
чающиеся от классических уравнений Гесса.  

2. Обобщенные уравнения вида Эйлера-
Гесса записываются в «неявной» векторной 
форме 

  ,æg g P  


     (1) 

        2 11 ,æ æ æc fæ æ g f g       (2) 

где:  g dg dt


  – относительная (локальная) 

производная по времени tвектора g S  кине-
тического момента ТТ ( S – диагональный тен-
зор инерции);   – вектор угловой скорости ТТ; 

Р  – вес тела;   æ g æ    – смешанное 

произведение неколлинеарных векторов;   – 
радиус-вектор центра масс ТТ с началом в не-
подвижной точке ТТ; 2c  – произвольная посто-

янная интеграла площадей;  1 1 /f T c P  , 

( ) 2Т g    – кинетическая энергия ТТ, 1с  – 

произвольная постоянная интеграла энергии; 
 æ æf æ   – функция, определяемая неиз-

вестным ортом æ вертикали и произвольным 

вектором æ с координатами в главных цен-
тральных осях инерции ТТ. 

3. В частном случае при æ g    получа-
ются из (1), (2) классические уравнения Эйлера-
Гесса [1] с разложением Гесса для орта   по 
трем векторам , ,g g   [3, стр. 37] и с по-
следним интегрирующим множителем Якоби 
(без первого интеграла). 

4. В случаях постоянного вектора æ  раз-
ложение (2) приобретает вид 

      2 11 ,c f fgV g       
     

(3) 

где   ,f     V     - постоянный век-

тор. Координаты 1 2 3, ,    вектора   могут 

быть равны, например, главным моментам А, В, 
С инерции ТТ или постоянным координатам 
вектора гиростатического момента гиростата (с 
маховиками или гироскопами). 

5. Приводится «явная» (нормальная) форма 
обобщенных уравнений (1), (3), получаемая при 
произвольном постоянном векторе  . Эта 
форма уравнений получается после подстанов-
ки орта (3) в первый (геометрический) интеграл 

  1     и последующего определения функ-

ции f  решением соответствующего квадрат-

ного уравнения. 
6.  По аналоги с разложением (3) получается 

разложение вектора   при 1 2 3 ,f А В С     
Вектор (-  ) задает положение произвольной 
неподвижной точки конкретного тела с глав-
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ными моментами инерции А,В,С – координата-
ми постоянного вектора   (условно – «вектора 
инерции» ТТ). Рассматривается интерпретация 
координат вектора   как независимых произ-
вольных постоянных в трех «аналогах» первых 
интегралов уравнений Эйлера-Пуассона. Эти 
аналоги получаются за счет интеграла энергии 
при использовании трех координат постоянного 
«вектора инерции»  . При таком разложении 
вектора   сохраняются интеграл площадей и 
геометрический интеграл.  

7.  Показывается возможность решения зада-
чи определения ориентации твердого тела (с 
использованием произвольных постоянных 

1 2,с с первых интегралов уравнений (1), (2))на 

основе уравнений кинематической связи коор-
динат орта æ  вертикали с координатами «тан-

генсных» векторов конечных эйлеровых вра-
щений ТТ [4-6, 8] и координат векторных ча-
стей кватернионов вращений [7]. 
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УДК 517.977 
 
БЕЛОУСОВ А.А. 

 
О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИГРАХ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ  

ОБЩЕГО ВИДА 
 

Розглядається задача про зближення траєкторії лінійного конфліктно керованого процесу з лінійним пі-
дпростором у разі загальних опуклих інтегральних обмежень на керування гравців. З використанням техні-
ки багатозначних відображень і опуклого аналізу (надграфік функції, рецесивний конус) отримані достатні 
умови розв'язності задачі в класі вимірних керувань. Показано як досліджувати ігри з геометричними об-
меженнями за допомогою розробленого методу. 

   
The paper deals with the problem of bringing a trajectory of the linear conflict-controlled process to a linear 

subspace in the case of general convex integral constraints on the players’ controls. Sufficient conditions for the 
problem solvability in the class of measurable controls are obtained. In so doing the technique of set-valued map-
pings and convex analysis (epigraph of function, recession cone) is used. It is shown how to investigate the game 
with geometric constraints by developed method. 

 
В работе рассматривается линейная 

дифференциальная игра с интегральным 
ограничением на управление преследователя, 
задаваемое выпуклым функционалом самого 
общего вида. В частности, это могут быть 
характеристические функции геометрических и 
смешанных ограничений. Таким образом, игры 
с геометрическими и смешанными 
ограничениями оказываются частным случаем 
игр с интегральными ограничениями и могут 
быть изучены методами изложенными в данной 
работе. 

В основе исследования лежит метод 
разрешающих функций [1], являющийся 
идейно близким к первому прямому методу 
Л.С. Понтрягина. Сущность метода состоит в 
оценке действий преследователя с помощью 
некоторой скалярной (разрешающей) функции, 
которая строится по функционалу Минковского 
вспомогательного многозначного отображения 
и интеграл от которой определяет 
гарантированное время сближения. 
Выяснилось, что возможность построения 
измеримой разрешающей функции для 
заданного начального состояния в некий 
момент времени определяется рецессивным 
конусом [2] надграфика ограничивающего 
управление функционала. Если же для 
заданных начального состояния и момента 
времени это условие нарушается, то 
оказывается [3], что игра может быть закончена 
в этот момент, но уже не в классе измеримых 
управлений, а в классе импульсных 
управлений. 

 
Постановка задачи 

 
Динамика игры задаётся линейным 

дифференциальным уравнением  
,=(0),= 0zzCvBuAzz   (1) 

где .,, lmn vuz RRR   
Управления игрока-преследователя )(u  и 

убегающего игрока )(v  являются измеримыми 
(по Лебегу) функциями, которые удовлетво–
ряют интегральным ограничениям:  

1.))((1,))((
00

 


 dvdu  (2) 

Функция  , RR m: , предполагается 
неотрицательной, выпуклой и полунепрерыв–
ной снизу [2]. Полагаем, что 0=(0)  и 
множество уровня функции  , 

   )(:=)( uu mR , ограничено хотя бы 
для одного  , 0 . 

Функция  , RV: , lV R , предпола–
гается неотрицательной и полунепрерывной 
сверху на своей области определения V . 

Терминальное множество M  является 
линейным подпространством nR . Обозначим 
через   оператор проектирования из nR  на 
ортогональное дополнение L  к M . 

Определение.  Будем говорить, что игра 
может быть закончена в момент )(= 0zTT , 
если для любого допустимого управления 
убегающего игрока )(tv  существует 
допустимое управление преследователя )(tu , 
которое гарантирует приведение решения 
уравнения (1) )(tz , соответствующего 
управлениям ))(),(( tvtu  и начальному 

положению 0z , на терминальное множество в 
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момент T : MTz )( . При построении своего 
управления )(tu  преследователь в момент t  
может использовать информацию о 
реализовавшимся до этого момента 
управлении противника ][0,),( tv  . 

Введём предположение на параметры игры, 
которое можно назвать аналогом условия 
Л.С.Понтрягина [1] для дифференциальных игр 
с интегральными ограничениями. 

Условие.  Существует такое число  , 
1<0  , что для всех t  и v , 0t , Vv , 

выполняется включение :  

)).(( vBeCve AtAt    (3) 
 

Вспомогательные утверждения 
 
Зафиксируем начальную позицию 0z . 

Введем обозначения  
0( , , , ) = ,At Af t v e z e Cv      

)),()((1=),,( vBevF A     

где   RRR Vvt ),,,(  , )[0,= R . 
Рассмотрим вспомогательную функцию, 

которую можно назвать разрешающей 
функцией дифференциальной игры с 
интегральными ограничениями [1], и исследуем 
свойства этой функции:  

),,,(sup=),,( vtvt    (4) 
 ),,(),,,(:0=),,(  vFvtfvt  . 

Свойство ),,( vt    эквивалентно включе-
нию:  

,epi)(),()(  Hvbta   

где  )(:),(=epi uu m   RR  – обозна–
чает надграфик функции   [2], 

0
( ) = :

0 1

A
me B

H L



 

   
 

R R R , 

0

( ) = , ( , ) =
1 ( )

At Ae z e Cv
a t b v

v

 


 
   
   

   
. 

Рецессивным конусом [2] W0  выпуклого 
множества W , kW R , называется множество 

 WWaaW k  :=0 R . При сделанных 
предположениях о свойствах функции   

надграфик epi  будет выпуклым и замкнутым 

подмножеством RR m , а рецессивный конус 
epi0  – выпуклым замкнутым конусом [2]. 

Введем множество  

 = ( , ) : ( ) ( ) 0 epi .t a t H  
     R R  

Лемма 1.  Множество уровня )( , 0 , 
является полунепрерывным сверху выпукло-
значным и компактозначным многозначным 
отображением.  

Лемма 2.  Для всех Vvt ),,(   функция 
),,( vt   конечна и верхняя грань в определении 
),,( vt   (4) достигается.  

Лемма 3.  Для всех Vvt ),,(   функция 
),,( vt   полунепрерывна сверху по совокупно–

сти переменных.  
 

Основная теорема 
 

Сформулируем теперь достаточные условия 
гарантированного приведения решения 
уравнения (1), (2) на терминальное множество 
M  из начального положения 0z .  

Теорема.  Полагаем, что выполнено условие 
(3) на параметры игры (1), (2). Предположим, 
что существует момент )(= 0zTT  такой, что 

   ][0,TT  и для всех допустимых управле–
ний )(v  выполняется неравенство  

1.))(,,(
0

  dvTT
T

 

Тогда дифференциальная игра может быть 
закончена в момент T .  

Замечание. Несложно показать, что предпо–
ложение    ][0,TT  теоремы нарушается 
только при выполнении условия  

).(1
0

0  


Beze At

Tt

AT   (5) 

В работе [3] показано, что при выполнении 
условий (5) и (3) игра (1), (2) может быть 
закончена в момент T  в классе импульсных 
контруправлений. Таким образом, указанное 
предположение носит больше технический 
характер и обеспечивает конечность 
разрешающей функции (4). 
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ХАРАКТЕРИЗАЦИОННЫЙ АНАЛИЗ. МЕТОДЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЗАПРЕЩЕННЫХ 

ФИГУР В РАЗРЕШЕННЫЕ 
 
В работе описывается метод характеризационного анализа. Упоминается о поиске запрещенных фигур. 

Большое внимание уделяется методам преобразования запрещенных фигур в разрешенные. Предлагаемый 
метод позволяет разрабатывать новые информационные технологии решения задач на дискретных структурах. 

Ключевые слова: запрещенная фигура, граф. 
 
The paper describes method of characterization analysis. A mention should be made of search of the forbidden 

figures. Much attention is given to  transformation methods of forbidden figures in permitted. The proposed method 
enables the development of new information technology solving problems on discrete structures. 

Keywords: forbidden figure, graph. 
 

Введение  

Борьба с перебором вариантов при решении 
задач дискретной математики – одна из акту-
альных проблем современного математическо-
го обеспечения систем переработки информа-
ции при анализе ситуаций, возникающих при 
контроле работоспособности систем на этапах 
производства и эксплуатации. Успеха можно 
достичь, только решая проблему характериза-
ции реализуемых  модельный преобразований. 

 
Основная часть 

Характеризационной проблемой называют 
проблему поиска запрещенных фигур. Эта про-
блема определяется классом рассматриваемых 
моделей  aaK   и характеризуется свой-

ством Sa , определяющим предикат  aP 0  

или  baP  ,0 . Для решения характеризаци-

онной проблемы требуется определить множе-
ство запрещенных фигур  iK 3 , т. е. таких 

моделей i , отсутствие которых в данной мо-
дели Kaa  является необходимым и доста-
точным условием того, что a  обладает свой-
ством Sa , и при этом никакая из моделей 

3Ki  не присутствует в другой запрещенной 

фигуре – модели 3Kj .[1] 

Зная конструкции запрещенных фигур, мож-
но организовать принципиально новую струк-
туру эффективного вычислительного процесса, 
основу которого составляет интерпретация од-
ной модели в терминах другой. Знание семан-
тики преобразования ba   позволяет су-
щественно уменьшить количество сравнивае-

мых вариантов и значительно снижает трудо-
емкость вычислений одного варианта. [1] 

Характеризация интерпретируемости модели 
a  в терминах b  производится с помощью 

построения алгебры запрещенных фигур. Ис-
следуются свойства компонент запрещенных 
фигур, наличие которых делает эти фигуры a  
не интерпретируемыми в терминах b . Фор-
мализация данных свойств методами алгебры 
запрещенных фигур позволяет удалить эти фи-
гуры и осуществить такое преобразование 

ba  , что предикат   1,0  baP  имеет 

ненулевое значение. [2] 
Как правило, способом преобразования за-

прещенной фигуры в разрешенную является 
удаление, введение или расщепление элемента 
носителя или сигнатуры либо переход к неко-
торой подчиненной модели. [1] 

Рассмотрим задачу семантического эквива-
лентирования графа, изображенного на рис.1,а, 
в двудольный. Функционал качества определя-
ется минимальным числом удаленных ребер. 
Запрещенные фигуры (циклы нечетной длины) 
образованы следующими множествами ребер: 

 cbaз ,,1  ,  fedbaз ,,,,2  .  

 
                   а)                                   б) 

Рис.1. 
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Способ преобразования – удаление ребра – 
имеет стоимость 1; конкретный способ преоб-
разования обозначим указанием удаляемого 
ребра. Семантическая таблица имеет вид 
табл.1. 

Таблица 1  

1з  2з   

1 1 a 
1 1 b 
1  c 
 1 d 
 1 e 
 1 f 

Минимальным является, например, покры-
тие  a . Следовательно, удаляя ребро а, 
получаем двудольный граф (рис.1,б); при этом 
достигнут минимум   1b . 

В общем случае способ преобразования мо-
жет быть связан не с элементами носителя или 
сигнатуры модели, а с некоторыми ее компо-
нентами. Поэтому в общем случае семантиче-
ское эквивалентирование предполагает постро-
ение иерархической системы таблиц некоторой 
глубины k , определяемой количеством уров-
ней в способах преобразований. Покрытие 
столбцов строками первой таблицы указывает, 
какие компоненты запрещенных фигур должны 
быть изменены при приведении модели a  к 
интерпретируемому в терминах модели b  
виду. Определение подкомпонент, которые 
надо изменить для изменения найденных на 
предыдущем шаге компонент, сводится к по-
крытию второй таблицы, построенной анало-
гично, и т. д. до построения k -й таблицы, стро-
ки или столбцы которой соответствуют элемен-
там носителя или сигнатуры, которые необхо-
димо изменить при приведении модели a   к 
интерпретируемому в терминах модели b  
виду (рис.2). 

 

Рис.2. 

Для определения минимального числа эле-
ментов носителя или сигнатуры, соответству-
ющих элементам k -й таблицы, необходима 
генерация всех множеств, каждое из которых 
состоит из покрываемых строк (столбцов) в 
последней, k -й таблице. Эта генерация соот-

ветствует перебору всех покрытий  1k -й 

таблицы. Для получения всех покрытий  1k -

й таблицы необходима генерация всех покры-

тий  2k -й таблицы и т. д. Таким образом, 

для нахождения минимального решения необ-
ходим перебор всех сочетаний покрытий пер-
вых 1k  таблиц.  

  
Выводы 

Таким образом, рассмотренный метод опре-
деление сложности решения является мини-
мальным по трудоемкости стандартным про-
цессом. Этот процесс на много порядков менее 
трудоемок, чем процесс фактической генерации 
всех эквивалентных структур при поиске ми-
нимального решения синтаксическим эквива-
лентированием. 

 
 

Список литературы 

1. В.А.Горбатов. Фундаментальные основы дискретной математики. – М.: Наука физматлит, 2000. 
2. А.И.Гусева, Е.В.Сидоренко. Моделирование процесса принятия решений с использованием характери-

зационного управления. Программные продукты и системы №1, 2010г., стр.126-129. 
3. Дж.Абрахамс, Дж.Каверли. Анализ электрических цепей методом графов./ Под ред. А.А.Соколова. – 

М.:Мир, 1967.-177с. 



30                                  XXI Міжнародна конференція з автоматичного управління, 23-27 вересня 2014, м. Київ, Україна 

УДК 004.89 
 
ДОРОГИЙ Я.Ю., 
ХРЕНОВ О.І. 

 
РЕАЛІЗАЦІЯ МОДИФІКОВАНОГО АЛГОРИТМУ НАВЧАННЯ ЗГОРТОЧНИХ  

НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ  З ВИКОРИСТАННЯМ PYLEARN2 
 

В статье рассмотрен вопрос реализации модифицированного алгоритма обучения для сверточных 
нейронных сетей с помощью библиотеки Pylearn2. 

  
  In the article the question of implementation of new training algorithm for the convolution neural networks 

with the library Pylearn2.       
 

Вступ  

За останній рік велику популярність набуває 
машинне навчання, що підтверджується все 
новими і новими лекціями та конференціями на 
дану тематику. Навчання нейронних мереж 
(НМ) є важливою проблемою, оскільки якісна 
реалізація алгоритму навчання дозволяє змен-
шити похибку та покращити отримані резуль-
тати. 

 
Згорточні нейронні мережі 

Подібно до зорової кори головного мозку, 
існують так звані згорточні нейронні мережі. 
Це окремий клас нейронних мереж, який най-
кращим чином підходить для інтелектуальної 
обробки візуальних даних. 

Навчання мережі починається з пред'явлення 
образу та обчислення відповідної реакції. Порі-
вняння з бажаною реакцією дає можливість 
змінювати ваги зв'язків таким чином, щоб ме-
режа на наступному кроці могла видавати 
більш точний результат. Навчальне правило 
забезпечує налаштування ваг зв'язків. Інформа-
ція про виходи мережі є вхідною для нейронів 
попередніх шарів. Ці нейрони можуть налашто-
вувати ваги своїх зв'язків для зменшення похи-
бки на наступному кроці.  

Коли неналаштованій мережі пред'являється 
вхідний образ, вона видає деякий випадковий 
вихід. Функція помилки представляє собою 
різницю між поточним виходом мережі та ідеа-
льним виходом, який необхідно отримати. Для 
успішного навчання мережі потрібно наблизити 
вихід мережі до бажаного виходу, тобто послі-
довно зменшувати величину функції помилки. 
Це досягається настройкою міжнейронних зв'я-
зків. Кожен нейрон в мережі має свої ваги, які 
налаштовуються, щоб зменшити величину фун-
кції помилки. 

Як і у випадку з класичними нейронними 
мережами, на вхід кожного елемента мережі 
надходить зважена сума – скалярний добуток 

між вхідним вектором сигналів та ваговим век-
тором, який потім подається в якості аргументу 
функції активації. 

 
Модифікований алгоритм 

В основі алгоритму зворотного поширення 
помилки лежить методика, що дозволяє швидко 
обчислювати вектор часткових похідних склад-
ної функції багатьох змінних, якщо структура 
цієї функції відома. В якості такої функції в 
алгоритмі розглядається функція помилки ме-
режі та враховується той факт, що структура 
функції помилки мережі повністю визначається 
архітектурою нейронної мережі, яка вважається 
відомою. 

У роботі [1] запропоновано виконати адап-
тацію алгоритму зворотного поширення помил-
ки для згорточних нейронних мереж (ЗНМ). В 
результаті цього, експериментальним шляхом 
було доведено, що при використання модифі-
кованого алгоритму час, необхідний на навчан-
ня НМ, зменшується на 24%, а число епох на-
вчання, необхідних для тренування мережи, 
скорочується на 32%. Отже, використання да-
ного алгоритму має великі переваги. 

 
Бібліотека Pylearn2 

Pylearn2 – бібліотека машинного навчання 
написана на мові Python [2]. Дана бібліотека 
використовує додаткову бібліотеку Theano для 
оптимізації та обчислення математичних вира-
зів, що включають багатовимірні масиви ефек-
тивно. Суттєвою перевагою цієї бібліотеки є 
можливість використовувати GPU для обчис-
лення складних операцій. Розробник заявляє, 
що у майбутньому для цього буде використову-
ватись не лише CUDA, а й OpenCL. Це означає 
можливу підтримку GPU не тільки компанії 
Nvidia, а й інших компаній. Та, нажаль, на да-
ний момент підтримка OpenCL обмежується 
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лише базовими функціями. В тім, розробка у 
цьому напрямі ведеться. 

Заявленими перевагами Pylearn2 є зрозуміла 
структура з можливістю створення під-
компонентів та доступність для використання в 
навчальному процесі (наприклад, використання 
в Монреальському університеті). Бібліотека 
знаходиться у стадії «бурхливої» розробки. 

Спираючись на все вищезгадане, дану біблі-
отеку було обрано для реалізації модифіковано-
го алгоритму. 

 
Комплекс для моделювання ЗНМ 

У ході розробки архітектури програмного 
комплексу для моделювання ЗНМ [3], було 
проведено аналіз існуючих бібліотек для робо-
ти з нейронними мережами. Результатом цього 
аналізу також став вибір бібліотеки Pylearn2. 

Обрана бібліотека містить у собі такі моделі, 
як ЗНМ, багатошаровий перцептрон, softmax-
регресія, обмежена машина Больцмана та інші. 
Підтримуються наступні методи навчання: сто-
хастичний градієнтний спуск, пакетний градіє-
нтний спуск та інші. 

 

Рис. 1. Архітектура програмного комплексу 

Принцип роботи даної архітектури наступ-
ний: через web-браузер користувач може ство-
рювати задачі, що будуть змодельовані. Запити 
від web-браузера оброблюються фреймворком, 
що також написаний на мові Python, Django. 
Після створення задачі, вона додається до чер-
ги, звідки її на моделювання отримає бібліотека 
ZeroMQ, що призначена для  
асинхронного обміну повідомленнями, яка ви-
кликає Pylearn2. Після моделювання, результа-
ти записуються до бази даних, звідки користу-

вач може їх переглядати. У якості системи ке-
рування баз даних використовується MySQL. 

Як було зазначено вище, модифікований ал-
горитм має певні переваги, тому було прийнято 
рішення про його реалізацію на базі Pylearn2. 

 
Висновки 

 
Отже, реалізація модифікованого алгоритму 

навчання згорточних нейронних мереж на базі 
бібліотеки Pylearn2 надає можливість викорис-
товувати його переваги для будь-яких цілей, а 
також у програмному комплексі для моделю-
вання ЗНМ. 

 

Рис. 2. Графік помилки 

 

 

Рис. 3. Графік швидкості розпізнання 
 
Використання отриманої реалізації модифі-

кованого алгоритму з Pylearn2 на комп’ютері з 
GPU (технологія CUDA) має перевагу, у вигля-
ді значного підвищення швидкості навчання 
ЗНМ. Обчислення за допомогою GPU приблиз-
но в 140 разів швидше, ніж з використанням 
CPU. 
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ЭВОЛЮЦИЯ МЕТОДОЛОГИЧЕСКОГО ПОДХОДА НАУЧНОЙ ШКОЛЫ 

А.И.КУХТЕНКО К РАЗВИТИЮ ТЕОРИИ ИНВАРИАНТНОСТИ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 
 

Розглянуто еволюцію досліджень в області синтезу інваріантних систем управління: від системних - до 
математичних. 

 
The research evolution in the field of the invariant control systems synthesis is considered: from the system – to 

a mathematical. 
 

I.  Введение 

Проблема инвариантности в теории автома-
тического управления состоит в синтезе такой 
системы автоматического управления, когда 
погрешность регулирования, обусловленная 
действием внешних возмущений, равна нулю 
[1]. 

Кратко рассматривается становление теории 
инвариантности, которая прошла путь от «лже-
науки» до определенной «эйфории» в области 
синтеза систем управления. 

Монография А.И.Кухтенко [2] имела важное 
значение в становлении теории инвариантности 
как научного направления. В 1964 году 
А.И.Кухтенко, совместно с академиком 
Б.М.Петровым, предложили критерии физиче-
ской реализуемости инвариантных систем [3]; 
показали пути решения задачи инвариантности 
относительно изменения параметров систем 
управления; и наконец, в 1978 году 
А.И.Кухтенко показал связь алгебраической 
теории инвариантов и теории синтеза инвари-
антных систем управления  [4].  

 
II. Постановка задачи 

Необходимым и достаточным условием [1] 
инвариантности выхода системы от внешнего 
воздействия является вырождение системы 
уравнений. Именно, с этого момента в теории 
управления начали появляться понятия сингу-
лярности, вырождения, особенностей… 

В теории управления различают замкнутые 
системы регулирования и разомкнутые систе-
мы, а также комбинированные системы. 

Для теории инвариантности главным был 
вопрос физической и технической реализуемо-
сти инвариантных систем. Было установлено, 
что в системах регулирования по отклонению, 

условие инвариантности в общем случае можно 
реализовать, не абсолютно точно, а лишь с точ-
ностью до некоторой величины  .  

В то время считалось, что между алгебраи-
ческой теорией инвариантности, которую раз-
рабатывали математики, и проблемой инвари-
антности в теории управления нет ничего об-
щего, однако в [4] А.И.Кухтенко, используя 
идеи и формализм алгебраической теории ин-
вариантов, получил критерий инвариантности 
Щипанова - Лузина, объективно соединив две 
проблемы инвариантности: математическую и 
системную. 

Целью работы является описание методов 
исследования особенностей систем, а также 
анонсирование проблем поиска связи алгебро-
топологического подхода к исследованию си-
стем управления с варьируемыми параметрами 
с Эрлангенской программой Ф.Клейна. 

А.И.Кухтенко указывал на применение в 
науке методов дифференциации и интеграции 
знаний, а именно, метода аналогий [5,6]. 

С математической точки зрения – это теории 
изоморфизмов, гомоморфизмов и гомеомор-
физмов [7,8]. Доказанный для систем различ-
ной природы изоморфизм дает возможность 
переносить знания и результаты исследований 
из одной области научных знаний в другую, 
причем на математически строгой основе. 

 
III. Алгебро-топологический подход к инва-

риантности в теории систем управления 

В результате исследований было осознано, 
что условий инвариантности можно достичь в 
системах управления, которые имеют особен-
ности. Присутствие в системе симметричных 
каналов (принцип двухканальности 
Б.Н.Петрова) свидетельствует о наличии осо-



Математичні проблеми управління, оптимізації і теорії ігор                  33 

 

бенностей в инвариантной системе управления  
[3,9]. 

С другой стороны, например, если в качестве 
управляющего воздействия, рассматривать 
возмущения, и обеспечить неуправляемость 
системы, относительно этого возмущения, то 
часть координат системы (в зависимости от 
коразмерности особенности - глубины вырож-
дения) будут инвариантными. Исследованию 
управляемости и других особенностей систем 
управления в пространстве параметров были 
посвящены работы В.В.Удилова с коллегами.  

В результате 30-летнего сотрудничества в 
отделе системных исследований Института ки-
бернетики им. В.М. Глушкова НАН Украины 
под руководством А.И.Кухтенко и В.В.Удилова 
[7] были разработаны алгебро-топологические 
методы исследования моделей систем с варьи-
руемыми параметрами. Была введена непре-
рывная группа преобразований пространства 
линейных моделей динамических систем с ва-
рьируемыми параметрами. Она включает пре-
образования пространства состояний, входов и 
выходов системы, а также преобразования типа 
обратной связи по пространствам состояний и 
выходов системы. 

Комбинируя преобразования пространства 
состояний, входов, выходов и выходных пере-
менных, замыкающих систему, имеем резуль-
тирующее преобразование в виде матричной 
группы преобразований  

),,)((),,( 11 HCTBDTTFCBKATCBAgmg    . 
Группа преобразований действует на много-

образии систем типа „вход - выход”, которое 
ассоциируют с тройкой матриц ),,( CBAm  . 

Единица группы преобразований имеет вид 
GEEEeg nmlnlmn   )0,0,,,()0(  , 

где lmn EEE ,,  - единичные матрицы, а nmln  0,0  

- нулевые матрицы. 

Групповую операцию   можно записать так 
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Обратный элемент группы – 

GKTDFHTHDTg   ),,,,( 1111111 . 

Исследования проводились в окрестности 
класса систем, который определяется канони-
ческим представителем 
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соответствующих пар матриц, а также матрицы 
системы 0A . 

Преимущества групповых параметров оче-
видны, поскольку она упрощает изучение па-
раметрической инвариантности.  

 
IV. Заключение 

В научной школе А.И.Кухтенко  на основе 
идей теории инвариантности Щипанова-Лузина 
разработана методика построения версальних, 
универсальных и миниверсальних исследова-
тельских моделей. С использованием абстракт-
ных математических структур, матричных 
групп преобразований, развит алгебро-
топологический подход к исследованию инва-
риантности и особенностей моделей систем с 
варьируемыми параметрами. 

Отличие алгебро-топологического подхода 
от алгебраического состоит в том, что изучают-
ся не численно заданные модели систем, а се-
мейства моделей систем с варьируемыми пара-
метрами. 
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МЕТОДЫ ФОРМИРОВАНИЯ МОДЕЛЕЙ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ В  

ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ 
 

У статті розглянуті особливості формування моделей у просторі станів для об'єктів, розподілених у про-
сторах різної розмірності, з урахуванням розподіленого керування й впливу зовнішніх підсистем. 

   
In the article the features of models forming in state space are considered for objects, up-diffused in spaces 

of the different dimension, taking into account the up-diffused managing and influence of outside subsystems. 
 

Введение 

Современные производственные комплексы 
являются территориально распределенными 
системами с иерархическим управлением. При 
оперативном управлении из-за наличия боль-
шого количества элементов, приводящего к 
моделям большой размерности, а также вре-
менных ограничений на процесс формирования 
рационального управления, особенно в крити-
ческих режимах функционирования, возникает 
ряд проблем. 

 
Основная часть 

В современной теории управления методы 
синтеза оптимального управления основывают-
ся на моделях систем в пространстве состояний 

(метод Понтрягина, метод динамического про-
граммирования) [1]. 

 Однако, для распределенных систем в двух-
мерном или трехмерном пространстве (терри-
ториально и объемно распределенных) суще-
ствует проблема неоднозначности при форми-
ровании вектора состояния системы. 

Структуры систем, распределенных в про-
странствах разной размерности (одно, двух и 
трехмерном), и схемы взаимодействия их эле-
ментов показаны на рис.1 – рис.3. Учитывая 
взаимовлияние только соседних элементов, а 
также воздействие на систему распределенного 
управления и управления со стороны границ, 
можно сформировать описание распределенно-
го объекта в пространстве состояний. 
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Рис. 1. Система, распределенная в одномерном пространстве 
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Рис. 2. Система, распределенная в двухмерном пространстве 
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Рис. 3. Система, распределенная в трехмерном пространстве 

 
Для одномерной системы построение модели 

в пространстве состояний не составляет за-
труднений, получается на основе анализа взаи-
мовлияния элементов и записыввается в тради-
ционной форме [2]. 

Для двухмерной системы однозначно обра-
зовывается матрица состояний, а для трехмер-
ной – куб,  которые для формирования уравне-
ний состояния целесообразно трансформиро-
вать в вектор векторов и вектор векторных век-
торов (вложенные вектора). Матрицы системы 
соответственно получаются блочными с трех-
диагональной и диагональной структурой.  

Можно отметить, что с увеличением размер-
ности пространства проявляется фрактальность 
(самоподобие) в матричной структуре. И для 
анализа территориально-распределенных, а тем 
более объемно распределенных систем с пози-
ции «переменных состояния», целесообразно 
использовать аппарат тензорного исчисления. 

Для решения задач оптимального управле-
ния большими системами можно осуществлять 
переход в пространство более высокой размер-
ности используя понятие аналитического про-
должения [3], при котором вектора и матрицы 
уже традиционного представления модели в 
пространстве состояний заменяются их непре-
рывными аналогами (функциями) посредством 
аппроксимации дискретных величин в некото-
рой окрестности.  

При переходе от дискретного представления 
к непрерывному уравнения состояния также 
записываются в непрерывной форме [3].  

Такой подход позволяет избежать проблем 
при анализе больших систем, вызванных уве-
личением их размерности. Описание n -мерной 
распределенной системы в пространстве перво-
го порядка переводится в непрерывную форму, 
которая имеет вид функции от двух перемен-
ных в единичном диапазоне независимо от 
масштаба размерности n . Для распределенных 
систем второго порядка на основе матриц си-
стемы формируются функции, зависящие от 4х 
переменных, а для векторов - от двух. Для тре-
тьего порядка пространства функции (аналоги 
матриц) зависят от 6 переменных, а для векто-
ров – от трех, что непосредственно вытекает из 
размерности матриц моделей распределенных 
систем в пространстве состояний. 

При этом задача оптимального управления 
системами переходит в иной класс задач с 
частными производными. 

 
Выводы 

Рассмотренные методы позволяют получить 
модели распределенных систем в пространстве 
состояний. Для анализа поведения и синтеза 
оптимального управления большими системами 
в критическом режиме целесообразно исполь-
зовать непрерывное описание систем. 
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НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ КОЛИЧЕСТВЕННОЙ МЕРЫ УСТОЙЧИВОСТИ  

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 

Наведено огляд та проаналізовано різноманітні підходи щодо побудови кількісних показників стійкості 
лінійних динамічних систем на основі множинних оцінок ансамблю фазових траєкторій 

 
Various approaches of constructing the quantitative stability indicators of linear dynamic systems based on the 

multiple estimations of phase path ensembles were reviewed and analyzed 
 

Основные положения теории устойчивости, 
сформулированные А.М. Ляпуновым [1] и по-
лучившие дальнейшее развитие в работах Н.Г. 
Четаева, И.Г. Малкина, Г.Н. Дубошина, Е.А. 
Барбашина, Н.Н. Красовского и других, ориен-
тированы на качественную оценку возмущен-
ного движения. В то же время, естественным 
образом возникает вопрос о количественном 
сравнении близких между собой устойчивых 
систем. Такая задача возникает, прежде всего, 
при синтезе параметров многомерных управля-
емых динамических систем в условиях неопре-
деленности возмущающих воздействий. 

Постановка задачи о количественном аспек-
те теории устойчивости, по всей видимости, 
впервые была сформулирована 
Н.Д. Моисеевым в 1946г. [2]. В этой работе ав-
тор предложил две количественные характери-
стики устойчивости - градиент и вероятность 
устойчивости. Предложенные характеристики 
основаны на численных оценках областей воз-
можных начальных и предельных отклонений 
системы от положения равновесия. В то же 
время автор не дает рекомендаций по практиче-
скому определению предложенных количе-
ственных характеристик. В 1946г. 
А.А. Красовский [3] предложил использовать в 
качестве меры устойчивости интегральные 
квадратичные критерии качества, обосновав их 
содержательным физическим смыслом и про-
стотой вычисления. В результате получен век-
торный показатель меры устойчивости, каждая 
компонента которого соответствовала единич-
ному возмущению по соответствующей произ-
водной.  

В 1945 году Я.З. Цыпкиным и 
П.В. Бромбергом [4] введено понятие «степень 
устойчивости», представляющее собой мини-
мальную по модулю вещественную часть спек-
тра матрицы устойчивой динамической систе-

мы. Ограниченность предложенной количе-
ственной оценки устойчивости обусловлена 
игнорированием всего спектра линейного опе-
ратора системы, а также множества допусти-
мых начальных возмущений. 

Среди корневых методов следует отметить 
метод, основанный на неравенстве Важевского 
[5], позволяющий оценить диапазон изменения 
времени переходных процессов независимо от 
выбора вектора начальных отклонений. Суще-
ственным недостатком метода является широ-
кий интервал оценки при большом разбросе 
собственных значений симметрической компо-
ненты линейного оператора рассматриваемой 
системы. 

Принципиальным шагом к обоснованию ко-
личественных показателей устойчивости можно 
считать постановку задачи о технической 
устойчивости Н.Д. Моисевым в 1945г. [6] и 
развитой Г.В. Каменковым, А.А. Лебедевым, 
К.А. Абгаряном, А.А. Мартынюком и другими. 
В отличие от классических определений устой-
чивости техническая устойчивость учитывает 
конкретные оценки областей начальных и до-
пустимых отклонений координат системы от 
положения равновесия, а также временной ин-
тервал. На основе концепции технической 
устойчивости в работе [7] предложен подход, 
позволяющий связать скалярные показатели 
деформации области начальных отклонений во 
времени на множестве фазовых траекторий и 
сформулировать количественные показатели, 
характеризующие сходимость ансамбля пере-
ходных процессов при произвольной форме 
области начальных отклонений. Основным ко-
личественным показателем устойчивости при 
таком подходе можно считать время, за которое 
объем области начальных отклонений на мно-
жестве решений системы дифференциальных 
уравнений уменьшается в заданной степени. 
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Такой показатель по своей сути подобен време-
ни переходного процесса для одномерных си-
стем автоматического управления.  

С предложенным показателем тесно связан 
показатель неравномерности деформации обла-
сти достижимости, характеризующий сходи-
мость по различным направлениям простран-
ства состояний. Этот показатель можно рас-
сматривать как некоторый аналог перерегули-
рования для одномерных САУ. 

Введенные количественные показатели 
наиболее просто могут быть вычислены для 
линейных стационарных систем. Так множе-
ственное время переходного процесса имеет 
вид 

trA

ln
t* 
 , 

где  050030 ,,   - принятая степень измене-
ния объема области начальных возмущений, A  
– матрица динамической системы. 

Показатель неравномерности процесса схо-
димости можно вычислить в виде 

 
 
 nt,t trAtexpn

ttrR
max

* 20
 , 

где  tR  - симметрическая положительная мат-
рица эллипсоида достижимости, являющаяся 
решением линейного матричного дифференци-
ального уравнения 

TRAARR  ,   ER 0 . 
Таким образом, величина   представляет 

собой максимальное отношение суммы квадра-

тов длин полуосей эллипсоида достижимости к 
аналогичному показателю для сферы такого же 
объема. 

Еще одним аспектом количественной оценки 
устойчивости можно считать множественный 
интегральный квадратичный критерий каче-
ства, вычисленный по ансамблю фазовых тра-
екторий и по множеству весовых коэффициен-
тов квадратичной нормы вектора состояния. 
Такой подход позволяет достичь максимальной 
объективности количественной оценки устой-
чивости путем снятия неопределенностей в 
начальных возмущениях и в выборе коэффици-
ентов квадратичной формы критерия. В основу 
предлагаемого подхода положена локальная 
интегральная квадратичная мера траектории 
динамической системы 

    dtx,txQ,xJ
Q





0

00  

с матрицей квадратичной нормы Q . На основа-
нии введенной локальной меры  множествен-
ный критерий примет вид 

    
Q X

QddXQ,xJQ,xJ
0

000 , 

где 00 Xx   и QQ . 0X  и Q  некоторые задан-

ные допустимые множества. 
Основные положения предложенного подхо-

да рассмотрены в [8]. В докладе приводится 
математическая постановка сформулированной 
задачи, метод и алгоритм решения. 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ З ВРАХУВАННЯМ ВЛАСТИВОСТЕЙ  
МЕНТАЛИТЕТУ В ПРОБЛЕМАХ ДИНАМІКИ СУСПІЛЬНОЇ ДУМКИ 

 
Рассматривается новый подход к важной задаче моделирования общественной мысли в больших соци-

альных системах. Подход базируется на последующем развитии моделей с ассоциативной памятью для 
таких систем, предложенных ранее автором. Предложено как простые модельные примеры, так и пути их 
уточнения. Наводятся как математическая формулировка моделей, так ї результаты вычислительных экспе-
риментов.  

  
New approach is examined to the important task of design of public thought in the large social systems. Ap-

proach is based on subsequent development of models with associative memory for such systems, offered by an 
author. Offered as simple models examples, as the ways of their improvement. It is pointed as mathematical formu-
lation of models, as the results of numerical experiments.  

 
Вступ 

Розглядається новий підхід до важливої за-
дачі моделювання суспільної думки в великих 
соціальних системах. Підхід базується на пода-
льшому розвитку моделей з асоціативною 
пам»яттю для таких систем, запропонованому 
автором [1-3]. Запропоновано як прості моде-
льні приклади, так ї шляхи їх уточнення. Наво-
дяться як математичне формулювання моделей, 
так ї результати обчислювальних експеримен-
тів, що ілюструють можливості дослідження 
динаміки зміни суспільної думки. Пропонуєть-
ся підхід для врахування розумових властивос-
тей учасників суспільних процесів, шляхів пе-
ретворень і великої кількості супутніх власти-
востей, включаючи дослідження еластичності 
системи, обчислення показників влади, забез-
печення безпеки системи, і т.ін.  

Спрощений приклад опису підхода 

Як перший приклад, ми розглядаємо спро-
щену проблему, коли всі індивідууми залучені 
в суспільну систему. Дозволимо всім індивіду-
умам сформулювати особисту думку через сус-
пільні мережі і отримувати загальноприйняту 
інформацію через мережі. Відмітьте, що тип і 
об'єм інформації можуть бути різними. Перший 
випадок повністю відкритого процесу, коли всі 
індивідууми знають думку всіх залучених учас-
ників. Протилежний випадок, коли для всіх 
учасників відомі тільки загальні результати 
(наприклад, середня думка – відсотки підтрим-

ки індивідуумів або підтримки влади з деяких 
питань).  

Для того, щоб легше забезпечити розуміння 
методу і спростити початкові формули, ми роз-
глядаємо ідеалізоване суспільство. Розглядаємо 
еволюцію думки, що складається з дискретних 
кроків, в яких має місце фактичний обмін дум-
ками. В межах кожного кроку ми ідентифікує-
мо під-кроки, які описують динаміку обмінів 
або процеси прийняття рішення для кожного 
індивідуума. Суспільство складається з N  од-
накових учасників (в принципі, припущення 
однаковості може бути відкинуто).  

З кожним учасником пов’язується змінна 
стану ,2,1,0{ Ssi  }, iM де is  

представляє частину, на яку учасник  планує 
підсилити (якщо 0is ), або послабити (якщо 

0is ) підтримку думки, і iM  є максимальний 

дозволений об'єм, який представляє силу думки 
учасника isi , яку він може прийняти. 

З кожною парою учасників  і j  ми поєдну-

ємо змінну Rijc  — значення репутації, що 

учасник j  має з точки зору учасника i . Це зна-

чення вимірює ступінь впливу учасника j  в 

очах учасника i . Великі позитивні значення ijc  

означають, що з точки зору учасника i учасник 
j  є впливовим учасником, значення близьке до 

нуля може означати, що учасник j  є невпливо-

вим, тоді як негативні значення означають, що 
учасник j  є або учасник, хто, ймовірно, поми-

i

i
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ляється в думці. Змінні репутації ijc  формують 

матрицю  

NjiijcC ,...,1,}{  .  (1) 

це ми називаємо матрицею репутації. Підхід до 
оцінки ijc  обговорюється пізніше в кінці цього 

розділу. 
Як однією з основних характеристик системи 

ми вводимо поняття поля впливу  

0,:}{ ,,1   ii
j j

j
ijiNii c

M

s
cffF   (2) 

де if  має на увазі вплив думок всіх інших 

учасників на i -го учасника. Інтуїтивні аргуме-
нти на користь цієї формули наступні. Співвід-

ношення 
j

j

M

s
 представляє наміри учасника j  

у поточному кроці. Воно показує частину дум-
ки учасника j , з якою він планує підтримувати 
або відкинути думку і фактично оцінює долю 

його фактичної влади. Здобуток 
j

j
ij M

s
c   є 

інформацією про наміри учасника j , що фільт-
рується через матрицю репутації. Тому сума (2) 
представляє всю доступну для учасника i  ін-
формацію про дії інших учасників, і в той же 
час це фільтрується через матрицю репутації, 
визначаючи, що є значущими для нього. Ми 
хотіли б відзначити тут, що вся решта інформа-
ції, учасника i  можливо вже зареєстрована в 
його початкових намірах is . 

Очевидно, краща стратегія для раціонально-
го індивідуума буде пристосуватися до його 
власних початкових намірів та до фільтрованої 
інформації про інших. Говорячи формально, ми 
говоримо, що кожен учасник поєднаний з фун-
кцією інформаційної корисності, яку він нама-
гається максимізувати протягом процесу ухва-
лення рішення. Це робиться з узгодженням рі-

шення індивідуума i  з відповідним значенням 
поля впливу if . 

Тому ми можемо формулювати рівняння, що 
описує динаміку зміни думки (звичайно це - 
найпростіший можливий приклад динаміки): 

1, if ( ) 0 and ( ) ,

( 1) 1, if ( ) 0 and ( ) ,

otherwise.

i i i i

i i i i i

i

s f t s t M

s t s f t s t M

s

   
      
 
 

 (3) 

Початкові умови для цього динамічного рів-
няння - наміри кожного індивідуала, щоб підт-
римувати думку на початку кроку формування 
думки. Вони сформовані під впливом джерел за 
межами системи, і представляють прогноз ін-
дивідуума, який  специфічний розподіл думки 
був би добрий.  

Якщо задані початкові умови для is  і відомі 
значення матриці впливу, ми можемо обчисли-
ти динаміку зміни думки. Очікується, що така 
динаміка, як очікується, є вигідною для кожно-
го учасника, оскільки приводить до максималь-
ного використання інформації. 

Очевидно, система складається з протагоніс-
тів з різною і часто антагоністичною метою. 
Тому дії, вигідні для специфічного учасника, не 
обов'язково приносять вигоду іншим. Крім то-
го, учасники діють виходячи з власних інте-
ресів і загалом, якщо хто-небудь виграє, то хто-
небудь втрачає. Проте, всі ці егоїстичні індиві-
дууми складають систему, яку ми розглядаємо. 
Тому, з системної точки зору, питанням є, чи 
може динаміка кожного учасника привести до 
спільної еволюції  системи, або тільки до без-
ладного, хаотичного руху? Відповідь може бути 
знайдена, використовуючи аналогію з фізични-
ми системами. Як ми побачимо, система праг-
нутиме мінімізувати свою енергію протягом 
процесу еволюції. Наступний крок еволюції 
починається з нових початкових умов, які міс-
тять нову інформацію учасників, яку вони мог-
ли одержати. 
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ПРО МОЖЛИВІСТЬ ВИКОРИСТАННЯ НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ В ЗАДАЧАХ 

ДІАГНОСТУВАННЯ ЕЛЕКТРОРАДІОКОМПОНЕНТІВ 
 

Виконано перетворення діагностичної інформації електрорадіокомпонентів за допомогою дискретного розкладан-
ня Карунена-Лоева. Пропонується використання багатошарового перцептрона та нейромережі Кохонена для розбра-
ковки елементів за їх фізичним та технічним станом у середовищі MATLAB. 

 
The authors describe the idea of electric radio components’ diagnostic information transforming using the discrete 

Karhunen-Loeve expansion. Presorting of elements by their physical and technical states was proposed to operate with the 
MLP and Kohonen neural network in the MATLAB environment. 
    

Нейромережеві технології становлять високо-
технологічний напрям у теорії надійності та діаг-
ностування складних технічних комплексів. Ме-
тою статті є вибір типу нейронних мереж, спосо-
бів опрацювання накопичених даних для підви-
щення якості й достовірності результатів діагнос-
тування та їх дослідження на прикладах реалізації 
процесу діагностування електрорадіокомпонентів 
(ЕРК). 

 
Перетворення діагностичної інформації 

Стиснення первинної діагностичної інформації 
щодо стану ЕРК виконано за допомогою дискре-
тного розкладання Карунена-Лоева (ДРКЛ) [1], 
що є розкладанням ансамблю початкових векто-
рів за власними векторами коваріаційної матриці. 
Досліджувалися перехідні теплові характеристи-
ки різних типів резисторів та характеристики не-

лінійності інтегральних мікросхем серії 
К174ХА11.  

Результатом природної класифікації дефект-
них та потенційно-ненадійних мікросхем за ти-
пами дефектів виявилися 5 класів у вигляді малих 
сфер в середині  двох головних півсфер (рис.1,а).  

Розглянемо  канонічну  форму  декомпозиції   
тривимірного    ортонормованого простору ДРКЛ 
(рис. 1,а)  за проекціями  П1, П2 та П3  (рис.1,б-г). 
У двовимірному  евклідовому   ортонормованому  
просторі  (рис.1,б)  спостерігалися перетини без-
лічі придатних і дефектних зразків, обраних апрі-
орі за паспортними даними, а коефіцієнти ДРКЛ 
придатних мікросхем розташовувалися переваж-
но поблизу кола одиничного радіусу. На П2 та П3  
дефектні класи  майже не перетинаються. Спо-
стереження за проекціями дозволяє використову-
вати найпростіші типи нейронних мереж для роз-
браковки ЕРК. 

 

 
Рис 1. Геометрична інтерпретація ДРКЛ для мікросхем: а) у тривимірному ортонормованому 

просторі векторів [1]; б) проекція цього простору на П1  у двовимірному евклідовому ортонормованому 
просторі (ліворуч – для косинусної складової, праворуч – для синусної); в) проекція на П2 (з накладан-

ням осей для косинусної та синусної складових), г) проекція  цього простору на П3
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Класифікація електро-радіокомпонентів за  
допомогою нейронних мереж 

Навчання багатошарового перцептрона в 
базисі Карунена-Лоева з 2-ма базисними фу-
нкціями у середовищі MATLAB виявилося 

успішним. Найкращий результат був отрима-
ний для алгоритму пружного зворотного по-
ширення  з логістичною функцією активації 
(табл.1). 

Табл.1.  Результати класифікації MLP з чотирма шарами для резисторів 
 Функція активації прихованого шару 

Навча-
льна 
функція 

logsig tansig 

Тип помилки,	10ିଶ 
݇еп, од ݐнавч, с 

Тип помилки, 10ିଶ 
݇еп, од 

 ,навчݐ
с MSE SSE MSEREG MAE MSE SSE MSEREG MAE 

traingd 1.90 26.56 1.71 7.92 9968 289 0.65 9.05 0. 58 4.69 109 5 

traingda 0.89 12.46 0.80 7.24 236 10 0.63 8.85 0. 57 4.98 64 5 

traingdm 1.55 21.75 1.40 8.47 222 9 1.12 15.70 1.01 6.97 77 4 

traingdx 0.92 12.91 0.83 6.42 484 4 0. 62 8.70 0. 56 4.41 42 3 

trainlm 1.48 14.32 1.45 7.32 250 5 0.2 2.85 0.18 2.28 6 3 

trainrp 0.19 2.63 0.17 2.82 15 3 0.23 3.28 0.21 3.34 19 3 

Інша класифікація проведена на динамічній 
мережі Кохонена (без вчителя) з використанням  

модифікованого алгоритму k-середніх зі штра-
фом за відхилення від 1 за формулою: 

߱௜ሺ݇ ൅ 1ሻ ൌ ߱௜ሺ݇ሻ ൅ ௡ݔ൫ߟ െ ߱௜ሺ݇ሻ൯ ൅ ௜ሺ݇ሻሺ1߱ߙ െ ‖߱௜‖ଶ, (1)

де параметр ߟ відповідає за швидкість навчання 
та змінює свої значення в проміжку (0,1). Усі 
навчальні вектори обробляються по черзі, доки 

не відбудеться стабілізація. Отримані після на-
вчання результати для 4 класів резисторів в 
nntool наведені на рис.2,а,б:  

  
   а)     б) 

Рис.2 Класифікація з використанням мережі Кохонена:  
а) кількість точок, що попали в класи; б) формування центрів ваги

Для мікросхем з використанням декомпозиції 
ортонормованого простору ДРКЛ  (рис.1,б-г) за-
дача спрощується, бо класифікація виконується 
для лівої й правої півкулі окремо, число класів 3. 

Перевірку оцінювання ефективності техніч-
ного діагносування стану ЕРК  [1] передбача-
ється проводити на радіально-базисних ней-
ронних мережах  GRNN та PNN.  

Висновки 

Дискретне розкладання Карунена-Лоева для 
перетворення діагностичної інформації дозво-

лило застосувати нейронні мережі прямого роз-
повсюдження для задач діагностування елект-
ро-радіокомпонентів у  середовищі MATLAB.  
Нейромережеві технології збільшують ефекти-
вність технічних засобів діагностування елект-
ро-радіокомпонентів по виявленню прихованих 
дефектів, потенційної нестабільності і позапла-
нових процесів деградації. 
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TIME DILATATION IN LINEAR DYNAMIC GAMES 

 
Presentation is devoted to development of the time-dilatation approach to study linear games of pursuit in case 

when Pontryagin’s condition fails to hold. The gist of the approach consists in constructing current control of the 
pursuer on the basis of evader’s control in the past. Sufficient conditions for terminating the linear differential game 
of pursuit at a finite instant of time are derived both in the cases of geometric and integral constraints on control 
resources. By way of example, the problem of soft meeting of two second-`order objects with different type dy-
namics is analyzed in detail. 

  
Доклад посвящен подходу, связанному с растяжением времени, к исследованию линейных динамиче-

ских игр преследования, для которых не выполнено условие Понтрягина. Его суть состоит в построении 
текущего управления преследователя по управлению убегающего в прошлом. Получены достаточные усло-
вия завершения линейной дифференциальной игры преследования в конечный момент времени отдельно 
при геометрических и интегральных ограничениях на ресурсы управления. Подробно исследована модель-
ная игра о мягкой встрече объектов второго порядка различного типа динамики. 

 
Pontryagin’s condition lies at the heart of the 

first direct method created to study the linear dif-
ferential games of pursuit [1]. It assumes infor-
mation on current control of the evader to be avail-
able to the pursuer and reflects an advantage of the 
pursuer over the evader in control parameters. Ac-
tually, there are a number of topical problems for 
which this condition fails. Problems of soft meet-
ing (simultaneous coincidence of geometric coor-
dinates and velocities) of two conflict-controlled 
objects, problems of pursuit for oscillatory pro-
cesses and different-inertia systems are the exam-
ples. An in-depth analysis of Pontryagin’s condi-
tion made by M.S. Nikolskij in [1] built basis for 
its modification [2], grounded upon the assumption 
that the pursuer constructs its control on the basis 
of information on evader’s control in the past. In 
[3] it was shown that the modified condition entails 
passage from the initial game to the game with 
variable delay of information [4], expressed in 
terms of the time-dilatation function, decreasing as 
the game trajectory approaches the terminal set and 
vanishing at the moment of hitting the set. This 
made it feasible to study a number of complicated 
model pursuit games [5-7], in their number, those 
under integral constraints on control resources [8]. 
 

Case of geometric constraints on control  
resources 

 
Let dynamics of the conflict-controlled process be 

described by the equation 

,vuAzz   nRz ,                    (1) 

,Uu Vv ,  nRcoKU  ,  nRcoKV  . 

The terminal set M , nRM  , is a linear subspace. 
Goal of the pursuer is to bring a trajectory of 
system (1) to the terminal set at a finite instant of 
time ,t  t :   0tz ,   orthoprojector from 

nR onto ML . UΩ , VΩ  – sets of all measurable 

controls taking its values in U ,V , respectively. 
Definition. Function of time dilatation is non-

decreasing, piecewise continuous function ),(tI  

 ,,0 t  ,0)0( I  0)(  ttI , which has no 
more than countable number of the first-kind 
discontinuities and absolutely continuous on the 
half-intervals of its continuity 

Condition 1. There exists a time-dilatation func-
tion ),(tI  such that 

      .0,  tVetIUetW tAIAt    

Theorem 1. Let for the given initial state 0z  

there exist a finite instant of time 

    
 

1 0

0

min 0 :
I t t

I t AI t At t e z e Ud 



          

  

 1

0

t

W d 


 


 . 

Then the game can be terminated at the instant 
)( 1tI  under all admissible controls of the evader. 

Pursuer’s control:   0u ,  0,0   ,  
      

0
1 ue At            

111
1 tItIvetI AtI

   1t ,  1,0 t ,   110 ttI  , )()( tWt  ,  

)(t – measurable selection of the set-valued 
mapping )(tW , which exists in view of Filippov-
Castaing theorem on measurable choice [9]. 
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Integral constraints on control resources 
 

,CvBuAzz     ,nRz   ,mRu   lRv , 
,A B , C  – matrices of order lnmnnn  ,, . 





0

2))(),((  duu ,    Uu Ω , ,0  

2

0

))(),((  


dvv ,     Vv Ω ,  .0  

Condition 2. There exist a time-dilatation 
function )(tI  and absolutely continuous function 

 ,tr    ,0t , such that 

BetrCe tAAtI  )()(  . 

Condition 2.   , 
 

    trtI
t

2

,0
sup 


 . 

It is evident that fulfilment of Condition 2 
implies fulfilment of Condition 1. 

Theorem 2. Let Conditions 2 and 3 be held and 
for some instant 01 t  )( 110

)( 1 tWze AtI  , where 

)(1 tW  

.)())(),((,)( 2

0 0

)(









     ddBe
t t

At

Then the game can be terminated at the instant 
)( 1tI  under all admissible controls of the evader.  

Pursuer’s control:      0u ,  0,0   , 

          11110 )( tItIvtItru 

   11 t ,      tWt 11  ,      1,0 t . 

Soft meeting of different-type objects 
 

uxx    , nRx , 1u , 0 , 0 , 

vyyhy   22  , nRy  , 1v , 0 . 

22 h  –angular frequency of damped oscil-

lations, 22 h [10].   yxyxyyxxM   ,:,,, . 
 

Function of time-dilatation 

,)1()()(



 ktJtI     kk ttt ,1 , ,,1 k  

where ,00 t     



)1()(  ktJt kk ,    ,,1 k  

 


























  1

1

1
1

1
te

h
h

arctgtJ , 

     2
1

2 tIetr
t 

 ,   
 

    
4

4
2

,0
sup







trtI
t

 . 

Condition providing fulfilment of Conditions 2(1) 

3

2

3

2






  

Conditions providing fulfilment of Conditions 3 

4

2

4

2






 ,   h2  .
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DZIUBENKO K.G. 
 

ON SECOND VARIATION OF FUNCTION AND CONVERGENCE IN NORM 
 

У просторі функцій обмеженої другої варіації доведено твердження про збіжність та обчислення 
варіацій, введено норми та скалярний добуток.     

В пространстве функций ограниченной второй вариации доказаны утверждения о сходимости и вычис-
лении вариаций, введены нормы и скалярные произведения.      

 
Metrization of convergence is an important as-

pect in construction of equations solutions algo-
rithms, in providing convergence of optimization 
procedures. Basing on research of functions second 
variation I will introduce new norms for a certain 
class of function without discontinuities of second 
order  that allow to overcome existing difficulties 
([1]). This class ],[2 baV  of functions on segment 

],[ ba  with finite second variation appears to be the 

class of functions with at most countable set of 
discontinuities and finite sum of squared jumps. 
Such functions are convenient for description of 
technical systems trajectories, for ensuring their 
convergence to limiting values. Corresponding 
norms and scalar product will be introduced.        

N  и R  – sets of all natural and real numbers, 
}0{0 NN  . Let Rba , , ba  . For any Nn   

             }...{ 10 btttaT nnnnn                (1) 

– partition of segment ],[ ba  into n  parts,  

)(max)( 1,1,0 nkknnkn ttTd  
 – diameter of parti-

tion nT . Consider function Rbaf ],[: . First 

variation of function f  on ],[ ba   

 

  1

0,
],[ )(sup)(

n

k nkNnT
ba tffV

n
 

( )()()( 1, nkknnk tftftf   , 1,0  nk ; supre-

mum over all nT  of shape (1)). Second variation of 

function f  on partition nT : 

 

  1

0
2

2 ))((),(
n

k nkn tfTfV . Second variation of 

function f   on ],[ ba    

),(lim)( 20)(
],[

2 nTd
ba TfVfV

n 
  

(supremum of partial limits over all sequences nT  

of shape (1) with 0)( nTd , n ). Second 

variation of function f  over ),( ba  

 

  2

1
2

0)(
),(

2 ))((lim)(
n

k nkTd
ba tffV

n
. 

Variations equal   are allowed. Let us denote 
the following sets:  
 ],[ baC  – all continuous functions on ],[ ba  

 ],[2 baV  – all functions on ],[ ba  with finite 
second variation  

 ],[0 baPS  – all step functions on ],[ ba  with 

finite number of discontinuities 
 ],[ baD  – all functions on ],[ ba  without dis-

continuities  of 2nd kind (finite one-side limits 
)( tf  and )( tf  exist for all ],[ bat  ; 

)()( afaf  , )()( bfbf  ) 

 ],[ baD   – all functions on ],[ ba  without dis-
continuities of 2nd kind that are continuous at 
right (cadlag functions; sometimes exactly this 
set is denoted ],[ baD ). 

Also ],[],[],[ 22 baDbaVbaV    . )( fZ  – 
set of all discontinuity points of function f . Left 

(right) jump of function f  at ],[0 bat   is   

)()()( 000  tftftf  (  )()( 00 tftf  

)( 0tf ). Second variation of function f  in vicini-

ty of point ],[0 bat    

,))(())(max{()( 2
0

2
0

)(
2

0  tftffV t  

}))()(( 2
00  tftf . 

In case )()( 00  tftf  2
0

)(
2 ))(()(0  tffV t  

holds. )(sup ],[0
tff bat  is uniform norm of  

bounded function f . Indicator of set A  )(xI A  
equals 1 for Ax , 0 for Ax . Everywhere in the 
text integral of function is considered in classical 
sense (Riemann integral). 

Uniform norm and pL - norms can be consid-

ered in ],[ baD . Anatoliy Skorokhod has built  to-

pologies in })()(:],[)({ bxbxbaDx    weaker 
than topology of uniform convergence ([2]). Such 
is topology generated by metric  

   ))(()(supinf),( ],[)( tytxyx bat

)(sup ],[ ttbat   , where   – set of all contin-

uous strictly increasing functions  Rba  ],[:  
with aa  )( , bb  )( . For this   there is no 

norm   such that yxyx  ),( .  
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Statements of the following lemma are more or 
less known ([3], p. 122).  

Lemma. Let ba  , ],[ baDf  . The state-
ments are true.  
1. f  is bounded.  

2. ],[0 0 baPSe   :   0
ef .  

3. )( fZ  is at most countable.  

4. 
b

a

p
dttf )( , Np . 

Theorem 1. Let ba  , Rbagf ],[:, . The 
statements are true.  
1. ],[],[2 baDbaV  .  

2. )()( ],[],[
2 fVfV baba  .  

3. )()( ],[
2

2],[
2 fVfV baba  , R .  

4. )()()( ],[
2

],[
2

],[
2 gVfVgfV bababa  .  

5.  )()()()( )(
2

),(
2

)(
2

],[
2 fVfVfVfV zzaaba   

       )()( )(
2

),(
2 fVfV bbz  , ),( baz . 

Theorem 2. Let ba  , Rbaf ],[: , 

],[2 baVfm  , Nm , and the conditions hold: 1) 

0
0
 mff , m ; 2) 0)(],[

2  ml
ba ffV , 

ml, . The statements are true.  

1. 0)(],[
2  m

ba ffV , m .  

2. )(],[
2 fV ba    )(lim ],[

2 m
ba

m fV .  

Example 1. Consider functions )(txn  

 

 




 12

0 )2)12(,22[

1
1

)(
n

nnk kk
tIn , ]1,0[t , Nn . 

Then 0
0
nx , but )(]1,0[

2 nxV  

 2)12( nn , n .  
Theorem 3. Let ba  . The statements are true. 

1. 0)(],[ ],[
2  fVbaCf ba .  

2.  
)(

)(
2

],[
22 )()(],[

fZz
zba fVfVbaVf .  

3.   


)(
2],[

22 ))(()(],[
fZz

ba zffVbaVf  

        ),(lim 20)( nTd TfV
n 

 . 

Let us denote new norms in ],[2 baV : 

)()( ],[
2

2

1
xVdttxx bab

a
  , 

)()(sup ],[
2],[2

xVtxx ba
bat   , ],[2 baVx . 

Also let us denote mutual variation of functions 
],[, 2 baVyx  : 

  
)()(

],[
2 )()(),(

yZxZz
ba zyzxyxV  . 

Theorem 4. Let ba  . The statements are true. 

1. )],,[(
12 baV  is a linear normed space.  

2. )],,[(
22 baV  is a complete linear normed           

space.  
3.  Norm 

1
  is weaker than norm 

2
 .  

4. )],,[(
1
baC  is a linear subspace in 

)],,[(
12 baV .  

5. ),()()(),( ],[
21 yxVdttytxyx bab

a
   is a scalar 

product in ],[2 baV  . 
The following examples show that spaces 

)],,[(
12 baV  and )],,[(

12  baV  are not com-

plete.  
Example 2. Sequence of functions 

)()()()(
]1,[),[),1[ 1111 tItInttItx

nnnnn  


, 

]1,1[t , Nn , converges in ]1,1[2 L  to 

)( sign , is fundamental in ]1,1[2 V  – but has no 

limit in ]1,1[2 V . 
Requirement of second variation finiteness  al-

lows to investigate convergence of approximation 
algorithms in new norms, without constructions 
with uncountable number of operations. Effective 
procedure of function continuity check arises. Se-

cond variation of function from ],[2 baV   can be 

found as limit of finite sums over segment parti-
tions. Scalar product 1),(   corresponding to 

1
  

exists that allows to consider decompositions over  
orthogonal systems and related convergences. Such 
property does not hold, for example, for norm 

)()( ],[
2

2 xVdttx bab

a
 , ],[2 baVx , equivalent 

to norm 
1
 . The advantage of norm 

1
  relative-

ly to 2L - norm in ],[2 baV  is that 
1
  distin-

guishes functions that are different at one argument 
value only.               
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ТИМОФІЄВА Н.К.  

 
ЗАДАЧІ ІГРОВОГО ТИПУ ТА КОМБІНАТОРНА ОПТИМІЗАЦІЯ  

 
Рассматриваются задачи игрового типа, которые сводятся к задачам комбинаторной оптимизации. При-

ведена их общая математическая постановка. Показано, что целевая функция в задачах этого типа зависит 
от нескольких переменных, которыми являются сочетания без повторений, а ее решение находится одно-
временно на разных комбинаторных множествах.  

 
The problems of playing type, which are taken to the problems of combinatorial optimization, are examined. 

Their general mathematical formulation is resulted. It is shown that objective function in the problems of it depends 
a type on several variables which combinations without repetition, and its decision is simultaneously on different 
combinatorial sets.    

 
Вступ  

Як відомо, задачі ігрового типу виникають 
при прийнятті оптимального рішення в умовах 
конфлікту і мають місце в різних галузях люд-
ської діяльності. В процесі розв’язання оптимі-
заційних задач досить часто виникає ситуація 
невизначеності, яку інколи вирішують з вико-
ристанням теорії ігор. Існують роботи, в яких 
проводиться спроба конфліктні задачі звести до 
задач комбінаторної оптимізації. В цьому разі 
використовується цілочислове лінійне програ-
мування, яке не відображає комбінаторної при-
роди цих задач. Нижче наведемо спосіб моде-
лювання задач ігрового типу з використанням 
теорії комбінаторної оптимізації.  

 
Математична постановка задачі  

комбінаторної оптимізації 

Наведемо загальну постановку задачі комбі-
наторної оптимізації [1]. Задачі цього класу, як 
правило, задаються однією або кількома мно-
жинами, наприклад A  і B , елементи яких ма-
ють будь-яку природу. Назвемо ці множини 
базовими. Наявні два типи задач. В першому 
типі кожну з цих множин подамо у вигляді 
графа, вершинами якого є її елементи, а кожно-
му ребру поставлено у відповідність число 

Rclt  , яке називають вагою ребра ( R  – мно-

жина дійсних чисел); },...,1{ nl  , }~,...,1{ nt  , 

n  – кількість елементів множини A , n~  – кіль-

кість елементів множини B . Покладемо, що 
nn ~ . Між елементами цих множин існують 

зв'язки, числове значення яких назвемо вагами. 
Величини ltc  назвемо вхідними даними і задамо 

їх матрицями. В другому типі задач між елеме-

нтами заданої множини зв'язків не існує, а ва-
гами є числа Rvj  , },...,1{ nj  , яким у відпові-

дність поставлено деякі властивості цих елеме-
нтів, числові значення яких є вхідні дані що 
задаються скінченними послідовностями. Для 
обох типів задач із елементів однієї або кількох 
із заданих множин утворюється комбінаторна 
множина W  – сукупність комбінаторних кон-
фігурацій певного типу (перестановки, вибірки 
різних типів, розбиття тощо). На елементах w  
комбінаторної множини W  вводиться цільова 
функція )(wF . Необхідно знайти елемент *w  

множини W , для якого )(wF  набуває екстре-

мального значення при виконанні заданих об-
межень.  

Як показує моделювання, значна частина за-
дач ігрового типу відносяться до другого типу 
та є динамічними, а аргумент цільової функції є 
вибірки різних типів. 

 
Спосіб моделювання задач ігрового типу як 

задачі  комбінаторної оптимізації 

Для формального задання конфліктних ситу-
ацій необхідно вказати кількість гравців, мно-
жину стратегій кожного із гравців, та задати 
критерії, за якими оптимізується цільова функ-
ція. В подальшому розглянемо задачу з двома 
гравцями. Якщо за критерії взяти мету кожного 
з двох гравців, то задача зводиться до двохкри-
теріальної. Під цільовою функцією розуміємо 
таке її числове значення, яке визначає рівень 
виграшу або програшу обох сторін. Задача по-
лягає у знаходженні між уведеними критеріями 
такої рівноваги, при якій можуть комфортно 
існувати обидва гравці. 
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Уведемо множини: ),...,( 1 naaA  , де la , від-

повідає ознакам, які характеризують стратегію 
першого гравця; },...,{ 1 nbbB  , де lb  визначає 

числову оцінку стратегії la  першого гравця; 

)~,...,~(
~

1 naaA  , де ta~ , відповідає ознакам, що 

характеризують стратегію другого гравця; 

}
~

,...,
~

{
~

1 nbbB  , де tb
~

 визначає числову оцінку 

стратегії ta~  другого гравця. Отже, задача ігро-

вого типу з двома гравцями задається двома 
множинами A  і A

~
, між елементами яких відсу-

тні зв’язки. Вхідними даними виступають скін-
ченні послідовності },...,{ 1 nbbB   і 

}
~

,...,
~

{
~

1 nbbB  . Тобто, ця задача відноситься до 

другого типу. 
Вважаємо, що кожному елементу lb  мно-

жини B  відповідає елемент tb
~

 із множини B
~

 і 

}1,...,0,...,1{
~

, tl bb . Якщо відбувається розумна 

поведінка гравців то ці величини додатні і 

tl bb
~

, , 0  – мінімальне значення, при яко-

му можлива розумна поведінка гравців. Якщо 

},...,~{
~

, tl bb , де 0~   – найбільше значення, 

за якого не руйнуються стратегії гравців, то має 
місце антагоністична гра двох учасників з пря-

мо протилежними інтересами. Якщо  ~~
, tl bb , 

то руйнується стратегія одного з гравців.  
В процесі розв’язання задачі із кожної мно-

жини ),...,( 1 naaA   і )~,...,~(
~

1 naaA   виби-ранням 

певної кількості елементів утворюються дві 
комбінаторні множини W  і W

~
, елементами 

яких є сполучення без повторень, що є аргуме-
нтом цільової функції. На цих множинах уве-
демо цільову функцію )~,( wwF , де Ww  і 

Ww
~~ . Задача полягає в знаходженні таких 

Ww *  і Ww
~~* , для яких уведена цільова фу-

нкція )~,( wwF  набуває максимального значення 

за умови, що )~,( ** wwF , де   – мінімальна 
величина, за якої обидва гравці існують комфо-
ртно.  

Змоделюємо вхідні дані комбінаторними фу-

нкціями nwwjf 1|)~,,)((  і nwwjf 1|)~,,)(
~

(
~
  та 

функціями натурального аргументу nj 1|)( , 
nj 1|)(~ . Якщо із множини A  (або A

~
) вибира-

ється елемент la  (або ta~ ) то 

1)~,,)((  wwjfj  (або 1)~,,)(
~

(
~

 wwlfl ). В 

іншому разі 0)~,,)((  wwjfj  (або 

0)~,,)(
~

(
~

 wwlfl ). Цільову функцію оптимі-

зуємо за двома критеріями, а саме: 

  '
1

)1( q)()~,,)(()~,(    n

j j jwwjfwwF  та 

  ''
1

)2( )(~)~,,)(
~

(
~

)~,( qjwwjfwwF
n

j j   , а 

  2

1
)( )~,()~,(

t
t wwFwwF , де 'q  – кількість оди-

ниць в nik wwjf 1|)~,,)(( , ''q  – кількість оди-

ниць у nik wwlf 1|)~,,)(
~

(
~
 . 

Множини W  і W
~

 складаються з підмножин 
ізоморфних сполучень без повторень, яке утво-
рюється вибиранням елементів із двох базових 
множин. Оскільки знаходження оптимального 
розв’язку проводиться на усіх їхніх елементах, 
то в процесі розв’язання задачі з використанням 

виразів )~,()1( wwF  і )~,()2( wwF  може виникати 

ситуація невизначеності, пов’язана із структу-
рою аргумента цільової функції. Тому задача 
полягає в знаходженні такої підмножини ізомо-
рфних сполучень без повторень, яка містить 
оптимальний розв’язок, що збігається з метою 
дослідження за умови, що )~,( wwF . 

 
Висновок 

Отже, цільова функція в задачі ігрового типу 
з двома гравцями залежить від двох змінних, 
якими є сполучення без повторень. На відміну 
від інших задач комбінаторної оптимізації, які 
за цією ознакою розділяються на підзадачі та 
вимагають для свого розв’язання розроблення 
гібридних алгоритмів, пошук розв’язку цієї за-
дачі проводиться одночасно на двох комбінато-
рних множинах. Якщо значення цільової функ-
ції не менше за величину  , то обидва ігроки 
існують комфортно. В іншому разі може вини-
кнути ситуація, при якій виграє один гравець, 
але в результаті програють обидва гравці. 
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ПРО ОДНУ ЗАДАЧУ ЕКОНОМИЧНОГО ЗРОСТАННЯ НА ОСНОВІ  УТОЧНЕНОЇ  

МОДЕЛІ ЛУКАСА  
 

Решена оптимизационная задача, связанная с максимизацией  величины полной дисконтированной по-
лезности. В основу положена усовершенствованная модель экономического роста Роберта Лукаса. В каче-
стве дифференциальных ограничений использованы уравнения изменения физического и человеческого 
капиталла. Уточнение модели Лукаса состоит в том, что скорость изменения человеческого капиталла счи-
тается нелинейной. 

 
The optimization problem to maximize the value of the total discounted utility was solved. It was based on the 

improved Robert Lucas model of economic growth. The equations for the growth rate of the human and the physi-
cal capital were used as the differentional constraints. Lucas model improvement is that the growth rate of the hu-
man capital is not linearly related to its level.  

  
 

Постановка задачі про економічне зростання  

Необхідність забезпечення стійкого економі-
чного зростання потребує побудови математич-
них моделей, які враховують визначальні фак-
тори та адекватно описують їх вплив. Поряд з 
фізичним капіталом, новітні моделі розгляда-
ють людський капітал як одну з детермінант 
економічного розвитку [1-3]. З ряду таких мо-
делей вирізняється модель Роберта Лукаса, що 
розглядає накопичення людського капіталу, яке 
здійснюється в особливому секторі освіти, як 
активний економічний процес, що вимагає пев-
них ресурсів і виступає причиною альтернатив-
них витрат [4]. 

Оптимізаційна задача, пов’язана з моделлю, 
що враховує накопичення людського капіталу 
полягає в тому, що репрезентативний економі-
чний агент обирає свій рівень споживання та 
долю свого активного часу, присвяченого тру-
довій діяльності, таким чином, щоб максимізу-
вати величину повної дисконтованої кориснос-
ті. 

Відповідно до моделі Лукаса, виробнича фу-
нкція Y, що пов’язує фізичний k(t) та людський 
капітал h(t) 

 ( ) ( ) ( )Y Ak t u t h t
    (1) 

)](1)[(
)(

tutah
dt

tdh
    (2) 

де u(t) – доля активного часу індивідуума, при-
свячена виробництву, a, A, α, β – додатні конс-
танти. Відповідно [1- u(t)] – час, який витрача-
ється на освіту. Параметр A описує загальний 

рівень технології. Параметри α і β визначають 
граничні продукти капіталу і людського капіта-
лу. Мета моделі Лукаса – знайти оптімальне 
значення 1-u в стаціонарному стані, коли темпи 
зростання всіх змінних постійні.  

Уточнення до моделі Лукаса полягає в по-
яві нелінійного компоненту в рівнянні, що опи-
сує процес накопичення людського капіталу, 
який відображає ідею, що на початкових стаді-
ях росту, коли людський капітал низький, ово-
лодіння новим знанням потребує багато часу, а 
після досягнення «точки освіти», з’являється 
стрибок у темпах зростання людського капіта-
лу. 










  )(1

)())(1(
)(

the

b
tahtu

dt

tdh
  (3) 

де b – величина стрибка, γ – розташування 
стрибка, δ – форма або різкість стрибка. 

Задача полягає у відповіді на питання, чи оп-
тимальне значення 1-u в стаціонарному стані за 
умови нелінійності (3). 

Враховуючи вираз (1) для виробничої функ-
ції, з урахуванням споживання та амортизації 
капіталу, швидкість зміни фізичного капіталу 
виражається рівнянням 

  )()()()()(
)(

tnktcthtutAk
dt

tdk
   (4) 

де n – норма амортизації, c(t) – питоме спожи-
вання. 

Задача полягає в максимізації величини пов-
ної дисконтованої корисності 

max))((],[
0

 


 dttcUeucJJ t  
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де U(с) – миттєва корисність економічного аге-
нта при рівні його споживання с, ρ – облікова 
ставка. 

Функція корисності – функція типу CRRA 
[5]: 










1
)(

1c
cU ,  

 ,1\  R   ),0( R .
 σ – коефіцієнт відносного неприйняття ризику. 

Умови (3) та (4) – диференційні обмеження. 
 

Розв’язання задачі 

Розв’язання поставленої задачі, що стосуєть-
ся максимізації функціоналу за наявності об-
межень, здійснюється із застосуванням методів 
варіаційного числення [6]. 

Для розв’язання задачі використовуємо ме-
тод множників Лагранжа. Складаємо функціо-
нал вигляду: 

 

]
1

)())[(1(
)(

[

)]()(

)()()(
)(

[
1

)(2

1

0

1

th

t

e

b
tahtu

dt

tdh

tnktc

thtutAk
dt

tdk
dte

c
J




 









 











(5) 

Використовуючи рівняння Ейлера-Лагранжа, 
отримаємо наступну систему з чотирьох рів-
нянь: 
Для c: 

01   tec , 

для h: 

  ]
)(

)[1(
22

1
1

2
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 


ee
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d
h
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





для k: 

)( 1
1

1 nhukA
dt

d
  


, 

для u: 

0)
1

()( 2
1

1 


 


he

b
ahhuAk 

  . 

Для випадку n = 0; u = 1 розв’язок системи 
отримаємо у вигляді 
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Таким чином, визначено такі значення люд-
ського та фізичного капіталу, які доставляють 
максимум функціоналу повної дисконтованої 
корисності за умови, коли весь час витрачаєть-
ся на виробництво.  

 
Висновки 

Показано, що ситуація, коли оптимальною є 
поведінка індивідуума, за якої весь час присвя-
чується виробництву, є можливою. В цьому 
випадку фізичний та людський капітал не зале-
жать від часу. 

В подальшому планується знайти для стаці-
онарного стану оптимальне співвідношення 
між часом, який витрачається на виробництво і 
на освіту. 
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КОСТЕНКО Е.М. 

 
КОНСТРУКТИВНОЕ ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ СИМВОЛЬНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

 
 Розглянуто властивості символьних послідовностей і способи їхнього формального подання у ви-

гляді серійних послідовностей. Введені операції на множині символьних послідовностей, що дозволяють 
проводити їх перетворення. Досліджено способи опису серійних послідовностей і їхніх типових представ-
ників. Запропоновано метод перерахування символьних послідовностей, що дозволяє створювати каталоги 
типових символьних послідовностей із заданими властивостями. Отримано оцінки кількості типових серій-
них послідовностей і процедура формування множини типових варіантів. Розглянуто приклади реалізації 
запропонованого методу. 

 Ключові слова: символьна послідовність, серія, перерахування, типовий представник. 
 
 Properties of symbolical sequences and ways of their formal representation in the form of serial sequences 

are considered. Operations on set of the symbolical sequences are entered, allowing spends their transformations. 
Ways of the serial sequences description  and their typical representatives are investigated. The method of the sym-
bolical sequences enumeration, allowing to create catalogues of typical symbolical sequences with the set proper-
ties is offered. Estimations of typical serial sequences quantity and procedure of typical variants set formation are 
received. Examples of the offered method realization are considered. 

 Keywords: symbolical sequence, series, enumeration, typical representative. 

Символьные последовательности являются 
классическим объектом математики, и методы 
их анализа развивались как в прикладных, так 
и в теоретических исследованиях (теория 
управления, теоретическое программирование, 
лингвистика, биология и др.). Как объект при-
кладного исследования символьные последова-
тельности возникают во всех областях, где рас-
сматриваются те или иные объекты, состоящие 
из большого числа одинаковых фрагментов 
[1,2]. Среди актуальных вопросов является пе-
речисление типовых символьных последова-
тельностей, позволяющее решить задачи типи-
зации и унификации для широкого класса за-
дач [3].  

Пусть имеется алфавит  ={1, …, r}, со-
стоящий из r символов. Символьной (r, n) по-
следовательностью называется последователь-
ность (слово) P = {p1,…, pn), в которой pi  , i 
= 1,…, n; n  r и в последовательности Р пред-
ставлены все символы из алфавита  [3,4].  

Подпоследовательность рt+1pt+2...pt+v называ-
ется серией в P, если 

 рt+1 = pt+2 = ... = pt+v; 
       pt  pt+1; при  t  1;  
       pt+v  pt+v+1; при t + v  n. 
Символьная (r, n) последовательность Р, со-

стоящая из h серий называется (r, n, h) серийной 
последовательностью и представляется в виде 

Р = S1(a1,v1)S2(a2,v2)…Sh(ah, vh),   

где ai   - образующий серию символ, 
vi – количество символов ai в i-й серии.   
Минимальное количество серий hmin = r, при 

vi = 1, а  максимальное количество серий hmax = 
n при vi  1 (i =1,..., n). 

Серия Sj(aj, vj) называется серией i–го вида, 
если  aj = i. Количество серий i–го вида i и 
количество символов i–го вида i в последова-
тельности Р определяются следующим обра-
зом: 





h

j
ji

1

 ,  



h

j
jii v

1
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Множества ={1,2,...,r} и  ={1, 2,..., r} 
обладают следующими свойствами: 
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Количество (r,n) последовательностей, обо-
значенное L(r,n), определяется следующим об-
разом: 

 





1

1

),(),(
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i

i
r

n CniLrnrL , 

где L(1,n) = 1. 
Множество А = {a1, a2, ... , ah} называется 

структурой серийной последовательности, а 
множество V = {v1, v2, ..., vh} – составом серий-
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ной последовательности. Две серийные после-
довательности относятся к одному типу, если 
они имеют одинаковую структуру и отличаются 
составом. 

На множестве символьных последовательно-
стей введены следующие операции. 

1. Слиянием последовательности Р1 = 
S1

1(a
1

1,v
1
1)…S1

h1(a
1

h1, v
1

h1) с алфавитом 1 и по-
следовательности Р2 = S2

1(a
2

1,v
2

1)…S2
h2(a

2
h2, 

v2
h2) с алфавитом 2 (обозначается Р3 = (Р1, 

Р2)) называется последовательность Р3 = 
S3

1(a
3

1,v
3
1) … S3

h3(a
3

h3,v
3

h3) с алфавитом 3 = 1 
 2. Количество серий в последовательности 
Р3 зависит от вида символов a1

h1 и a2
1, следую-

щим образом.  
При a1

h1  a2
1   последовательность Р3 имеет 

вид: 
Р3 = S1

1(a
1

1,v
1

1) … S1
h(a

1
h, v1

h1) S2
1(a

2
1,v

2
1) … 

S2
h2(a

2
h2, v

2
h2) и h3  = h1 + h2. 

При a1
h = a2

1   последовательность Р3 имеет 
вид: 

Р3 = S1
1(a

1
1,v

1
1) … S1

h–1(a
1

h–1, v1
h–1) S*(a*,v*) 

S2
2(a

2
2,v

2
2) … S2

h2(a
2

h2, v
2

h2), 
где a*=  a1

h,  v
* = v1

h1 + v2
1, h3  = h1 + h2 – 1.  

2. Выделение подпоследовательности в се-
рийной последовательности Р1 = S1(a1,v1) 
S2(a2,v2) … Sh1(ah1, vh1) (обозначается Р2 = (Р1, 
, )), состоит в формировании последователь-
ности Р2 вида S(a, v)…S(a, v), т.е. выделе-
ние серий с номерами с  по . 

3. Вставка последовательности Р2 в последо-
вательность Р1, начиная с -ой серии (обозна-
чается Р3 = (Р1, Р2, )) определяется следую-
щим образом: 

Р3 = (Р1, Р2, ) = ((Р1, 1,  – 1), Р2, (Р1, 
, v1

h1)). 
4.Соединением n–ичных последовательно-

стей P1, P2, ... , Pk
  (обозначается Р = Ф(P1, P2, 

... , Pk) называется последовательность P, эле-

менты которой (слова) формируются следую-
щим образом 

 pi = p1
ip

2
i...p

k
i, i = 1, ... , n. 

Разработан метод формирования множества 
типовых серийных (r, n) последовательностей 
Т(r, n), в состав которого входят последова-
тельности вида 

 1. РЕ = (Р*, РТ
i ); 

 2. РЕ = (РТ, Р*, ), =2, ..., h – 1; 
 3. РЕ = (РТ

i, Р
*), 

где Р* = S*(a*,1), РТ
i  Т(r, n, h–1). 

В табл. 1 приведены значения количества 
типовых вариантов серийных (r, n) последова-
тельностей G(r, n), а в табл. 2 значения G(r, n)/ 
L(r,n) для n = 4,…,9 и r = 2,...,6. 

Табл. 1. Значения G(r, n) 
n/r 2 3 4 5 6 

3 4     
4 6 24    

5 8 66 168   

6 10 156 768 1320  

7 12 342 2988 9120 11520 

8 14 720 10152 13320 112320 

9 16 1482 33336 217440 868320 

 
Табл. 2. Значения G(r, n)/L(r,n) 

n/r 2 3 4 5 6 

3 0,66     
4 0,42 0,66    

5 0,26 0,44 0,70   

6 0,16 0,28 0,49 0,73  

7 0,09 0,19 0,35 0,54 0,76 

8 0,05 0,12 0,24 0,31 0,58 

9 0,03 0,08 0,17 0,26 0,45 

 
Для автоматизации процесса анализа серий-

ных последовательностей и построения катало-
гов типовых представителей разработано про-
граммное 

обеспечение [5].  
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ДВУСТОРОННИЕ АППРОКСИМАЦИИ ОБЛАСТЕЙ ДОСТИЖИМОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ 

УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ С ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ  
 

The talk concerns the problem of internal and external  approximating   reachable sets for a nonlinear control 
system with state constraints given by a system of  inequalities. The analogues of the penalty function method are 
proposed which consists in  replacing  a primary system by an auxiliary systems without state constraints. The 
equations of the auxiliary systems depend on a scalar penalty  coefficient. It is shown that a reachable set of the 
primary system may be approximated in  the Hausdorff metric by  reachable sets  of the auxiliary systems and the 
estimates of the rate of convergence are given.  

 
Введение 

 
В данной работе предлагается метод  при-

ближенного построения областей достижимо-
сти  0G   нелинейной управляемой cистемы   

0
0 0( , ), ( ) , ( ) , [ , ],x f x u x t x u t P t t      (1) 

с фазовыми ограничениями, заданными при 
помощи гладкого неравенства (неравенств) 
 
 

 Рассматриваемый здесь метод можно счи-
тать  аналогом метода штрафных функций. Он 
основан на  замене исходной системы с фазо-
выми ограничениями двумя вспомогательными   
системами (дифференциальными включения-
ми)   без ограничений.  Первая из этих систем,  

 

строится  посредством сужения множества ско-
ростей ( ) ( , )F x f x P  исходной системы вбли-
зи границы фазовых ограничений.  Вторая 
вспомогательная система  

0
0( ), ( ) ,E

kx F x x t x   

получается путем добавления нелинейных 
слагаемых в правую часть системы (1).  

Многозначные отображения ( ),  ( )I E
k kF x F x  

зависят от скалярного параметра штрафа k .   

Области достижимости  I
kG    E

kG   вспомо-

гательных систем аппроксимируют области 
достижимости исходной системы (1) с фазовы-
ми ограничениями соответственно  изнутри и 
снаружи при  k  . 

 Отметим, что способ снятия фазовых   огра-
ничений  при построении множеств достижи-
мости и траекторных трубок для дифференци-
ального включения был предложен в [1].  В 

этой работе множества достижимости  диффе-
ренциального включения предлагалось аппрок-
симировать сверху множествами достижимости 
семейства  дифференциальных включений без 
фазовых ограничений, зависящих от матрично-
го параметра штрафа. В докладе рассматрива-
ются иные по сравнению с [1]  способы постро-
ения аппроксимирующих систем,  параметр 
штрафа  выбирается скалярным,  доказана схо-
димость аппроксимирующих множеств в хау-
сдорфовой метрике. 
 

Основные результаты 
 

Управляемая система рассматривается при 
стандартных предположениях о правой части:  

( , )f x u непрерывна и липшицева по x , P - ком-
пакт, ( ) ( , )F x f x P  - выпукло.  Ключевую 
роль при обосновании сходимости областей 
достижимости играет следующее условие: 
множество S  компактно и для всех граничных 
точек x S имеет место неравенство 

min ( ( ), ( , )) 0u P g x f x u   . 

Это условие обеспечивают слабую инвари-
антность множества S  и, следовательно, непу-

стоту  0G   для любого начального состояния 
0x S .   
Правые части аппроксимирующих систем 

строятся следующим образом 

( ) { ( ) : ( ( ), ) ( )}I
kF x y F x g x y kg x     , 

( ) ( ) ( ) ( ),E
kF x F x kg x g x    

где  ( ) max{0, ( )}g x g x  , 
При указанных условиях  

1. Многозначные отображения ( ), ( )I E
k kF x F x  

являются липшицевыми (в случае  

0( ) { : ( ) 0}, [ , ].nx t S x R g x t t     

0
0( ), ( ) ,I

kx F x x t x 
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( )I
kF x  это справедливо для x S и при 

достаточно большой величине k ). 
2. Справедливы включения 

     0
I E
k kG G G    . 

3. Имеет место  сходимость аппроксими-
рующих областей в хаусдорфовой мет-
рике к областям достижимости исход-
ной системы при стремлении коэффици-
ента штрафа к бесконечности. 

4.   Справедливы оценки скорости сходи-
мости вида  

   ( )
0( , ) . I E

k
Mh G G k    

Доказательство приведенных результатов в 
существенной степени опирается на теоремы о 
соседних траекториях в системах с фазовыми 
ограничениями (см., например, [2,3]). Результа-
ты обобщаются на случай систем с фазовыми 
ограничениями, заданными системами нера-
венств [4,5]. 

На Рис. 1 приведены результаты численного 
моделирования внутренних аппроксимирую-
щих областей достижимости для различных 
значений параметров штрафа. 

 

Рис. 1. Внутренние аппроксимации обла-
стей достижимости 

 
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 
№13-01-90419. 
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ЗАСТОСУВАННЯ МАРКОВСЬКОЇ МОДЕЛІ ДЛЯ АНАЛІЗУ ВПЛИВУ ЦИКЛІЧНОСТІ НА 

УПРАВЛІННЯ РОЗГАЛУЖЕНИМ ТЕХНОЛОГІЧНИМ ПРОЦЕСОМ 
 

Рассмотрена проблема построения модели для циклических технологических процессов и разработана 
марковская модель принятия решений в управлении разветвленно-циклическими технологическими про-
цессами, которая позволяет осуществлять оптимизацию по критерию минимального риска.   
 

The problem of constructing a model for cyclic technological processes is viewed and the Markov model of de-
cision making in the management of branched cyclic processes is developed, which allows using the optimization 
of the criterion of the minimum risk.      

 
Вступ  

У багатьох галузях промисловості найбіль-
шого поширення набули складні розгалужено-
циклічні технологічні процеси (РЦТП) [1]. 

Циклічність – властивість РЦТП, при якій 
операція (або кілька операцій) повторюються. 
Тут важливе місце посідає прийняття рішення 
щодо припинення циклічності [2]. 

Наявність альтернативи повторення як окре-
мого підпроцесу, так і групи підпроцесів і про-
цесу в цілому визначає особливість циклічних 
процесів. 

Задача управління циклічними РТП усклад-
нюється через невизначеність кількості повто-
рень циклу, а також через залежність парамет-
рів операцій наступних циклів від параметрів і 
характеристик попередніх. Тому вирішення 
задачі управління циклічними РТП є актуаль-
ним.  

 
Мета 

Мета роботи полягає у побудові неоднорід-
ної марковської моделі для циклічних РТП. 

 
Розробка та алгоритмізація математичної 

моделі 

Хід і результати виконання окремих підпро-
цесів залежать від вхідних параметрів предмету 
виробництва і не залежать від того, якими засо-
бами і як ці параметри предмету виробництва 
отримані. У циклічних РТП на хід виконання 
одного потоку операцій може впливати хід ви-
конання циклічного потоку операцій. Тому мо-
жна припустити, що циклічний РТП може бути 
описаний неоднорідною марковською моделлю 
[3, 4]. 

Модель управління розгалужено-циклічними 
технологічними процесами ґрунтується на не-
визначених циклічних графах і неоднорідних 
марковських ланцюгах [4,5]. Для спрощення 
застосування марковської моделі до циклічних 
процесів запропонуємо перетворення циклічно-
го графа виконання операцій РЦТП на еквіва-
лентний йому ациклічний. Схема такого перет-
ворення показана на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Схема перетворення циклічного графа 
на ациклічний 

 
Сутність перетворення полягає у поданні 

кожної реалізації циклу як відгалуженої части-
ни процесу, перехід до якої здійснюється в ре-
зультаті прийняття рішення наприкінці попере-
дньої реалізації. На рис. 1 пунктирними стріл-
ками показано вплив операцій попередньої реа-
лізації циклу на операції наступної реалізації.  

Представимо застосування марковської мо-
делі РТП до циклічних процесів, враховуючи  
перетворення циклічного графа на еквівалент-
ний йому ациклічний. 

Марковську модель технологічного процесу 
представимо як сукупність марковський моде-
лей підпроцесів Pi. Нехай m – максимальна кі-
лькість станів підпроцесу  циклічного РТП. По-
значимо через вірогідність переходу підпроцесу 
із стану в стан  . Тоді вірогідності переходів 

1 2 3 4

1  2  3 4

2’  3’

2 3

••• 
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підпроцесу з одного стану в інший описується 
матрицею 
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                   (1) 

Оскільки перехідні вірогідності є змінними, 
що зумовлено взаємним впливом підпроцесів, 
то марковська модель циклічного РТП є неод-
норідною.  

Особливістю даного марковського ланцюга є 
неоднорідність, зумовлена взаємним впливом 
підпроцесів. 

Оскільки перехідні вірогідності є змінними, 
що зумовлено взаємним впливом підпроцесів, 
то марковська модель циклічного РТП є неод-
норідною.  

Особливістю даного марковського ланцюга є 
неоднорідність, зумовлена взаємним впливом 
підпроцесів. 

Вірогідність переходу в загальному вигляді 
описується функцією 

 
 ( ) ( 1) (0), ,..., , , ,

1... , , 1...

k k
vij vb B B B C

v n i j m

  

 

  
,     (2) 

де )(~ kB  – матриця вірогідностей станів підпро-
цесів на k -й стадії; 

vC  – 4вимірний масив вагових коефіцієнтів  

]1,1,,[  mnmn ; 
T  – матриця затримок передавання впливів 

розміром nn . 

Елемент матриці v
lh

ijv Cc   визначає вплив 

h-го стану l-го підпроцеса на вектор перехідних 

вірогідностей v–го підпроцеса. Елемент  00
vijc  – 

вірогідність переходу v-го підпроцеса з i -го в 
j -й стан без урахування впливу інших підпро-

цесів.  
Залежність (2) у лінеаризованому вигляді 

для переходу  –го підпроцеса з i –го в j –й 

стан з z циклів  

         
 


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m

h

k
lh

zlh
vijvij

k
ij

lhbccb
1 1

)(00)( ~ 
     (3) 

Оскільки вплив ijb~ на стани інших підпроце-

сів буде різним, матриця C  задається для кож-
ного підпроцеса циклічного РТП.  

На основі марковської моделі можна визна-
чити ризик реалізації циклічного РТП, що дасть 
змогу покращити якість рішень при управлінні 
розгалужено-циклічними технологічними про-
цесами.  
 

Висновки 
 

Отриманий ациклічний граф разом із неод-
норідною марковською моделлю дозволяють 
оцінити ризик варіантів реалізації РЦТП і обра-
ти реалізацію з мінімальним ризиком.  

Використання такої моделі в умовах неви-
значеності є перспективним для управління 
широким класом РЦТП. 
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ABOUT ONE GAME MODEL OF NETWORK WITH N COMPETING USERS USING AIMD 

PROTOCOL 
 

This paper deals with modeling of network’s dynamic using evolutionary games approach. Today there are 
many different protocols for data transmission through Internet, providing users with better or worse service. The 
process of choosing better protocol could be considered as dynamic game with players (users), trying to maximize 
their payoffs (e.g. throughput). In this work we presented the model of network’s dynamic using differential equa-
tions with discontinuous right side and proved existence and uniqueness of solution. Results are illustrated by simu-
lations.  

   
В работе рассматривается эволюционная игровая динамическая модель компьютерной сети. Сегодня 

существует множество протоколов, позволяющих передавать данные через Интернет. Эти протоколы 
предоставляют пользователям сервисы, качество которых зависит от многих условий. Процесс выбора 
лучшего протокола может рассматриваться как динамическая игра, в которой игроки стараются улучшить 
качество своего обслуживания (например пропускную способность). В данной работе была построена мо-
дель взаимодействия протоколов в виде дифференциального уравнения, сформулировано условие суще-
ствования устойчивого периодического решения. Результаты проиллюстрированы моделированием. 

 
Introduction 

 
This work deals with analytical models of com-

peting users in a network. From the beginning the 
Internet experiences a competitive evolution be-
tween various versions of protocols (algorithms 
controlling user’s behavior). Today the most popu-
lar Internet protocol is TCP (Transfer Control Pro-
tocol). The main core of TCP is congestion avoid-
ance scheme which is based on simple idea: if net-
work is underloaded – increase your rate, if net-
work is overloaded – decrease your rate. As a rule 
user only has knowledge about successful delivery 
of his data (in other words he knows that network 
is underloaded) and about overload event (if he 
doesn’t receive successful ACK – acknowledge-
ment packet). The natural rate control based on this 
information is AIMD (additive increase, multipli-
cative decrease) scheme. There are another possi-
bilities, but it was proved that AIMD algorithm 
will oscillate near the point of effective (all bottle-
necks will be loaded) and fair (in some sense) allo-
cation of network resources [1]. Nowadays, TCP 
isn’t one protocol but big family of algorithms im-
plementing different realization of the origin idea. 
Protocol development goes through the improving 
of existing protocols, abandonment of some proto-
cols and appearance of new ones. The possibility to 
deploy new versions of protocols gives user control 
to improve performance of his connection by 
choosing suitable algorithm. When many users are 
trying to achieve better performance it is difficult 
to predict consequences of such a competition. 

This leads us to a problem how to ensure stable, 
fair and effective network behavior in the situation 
of dynamic and antagonistic interaction of selfish 
users. The work of F.Kelly et al. [2] was the first 
example of considering of resource allocation as an 
optimization problem. Later many authors have 
developed generalizations and variations of this 
framework. There are many approaches of investi-
gation of complex networks from different direc-
tions (static, dynamic, deterministic etc). The evo-
lutionary games concept is a part of game theory 
that focuses on studying interactions between pop-
ulations rather than individual players. The evolu-
tionary games based on concept of the ESS (Evolu-
tionary Stable Strategy), defined by the biologist 
Maynard Smith [3].  

In this paper we consider a model of users using 
different types of TCP connection. For this model 
it is proved that dynamic difference equation has 
stable solution and users’ payoffs are forming a 
structure of evolution game known as Hawk-Dove 
game. Using geometric approach and necessary 
optimality conditions we identified conditions un-
der which equilibrium is evolutionary stable. Also 
we illustrate solutions by simulation of system dy-
namic. 

Model 
 

Consider a network of M processing nodes con-
nected in some topology. Every node has at least 
one service link with limited overall capacity ip , 

Mi ,...,1 . Let I , K be a set of nodes indexes 
},...,1{ M  and service links indexes },...,1{ L  respect-



Математичні проблеми управління, оптимізації і теорії ігор                  57 

 

fully. There are N  users, connected to this net-
work. Let )(tx j  be the transmission rate of j  users, 

where },...,1{ NJj  . There is natural constraint on 
a vector of rates  Nxxx ,...,1 : NRx  . If sum of 
transfer rates of data flows using the node’s links is 
equal or bigger than the node capacity then over-
load event occurs (overload here is a synonym of 
packet loss). This balancing scheme is an idealized 
model of widely deployed Droptail scheme. We 
will assume that routing is deterministic and un-
controlled and information about overload delivers 
to users momentarily. Denote )(tuk , Kk  as the 
service rate of k ’s link. The constituency matrix is 
the LM   matrix C whose ijc  element is equal to 1 

if i ’s link belongs to j ’s node and otherwise is 0. 
Using this matrix we define a set U  as 
 1| 1  

 CuPRu K , where },...,{ 1 MppdiagP   - diag-
onal matrix. The set U contains all possible service 
rates allocations. The routing matrix R  is the 

MM   matrix defined for Pji , . Element ijr  is 

equal to 1 if the output of i ’s link is the input of j

’s link and otherwise is 0. The input matrix A  is 
the NL  matrix defined for JjKi  , . Element 

ija  is equal to 1 if j ’s user uses i ’s link and oth-

erwise is 0. 
Proposition 1. (Stability condition) If user’s vector 
of rates )(tx , ],[ 10 ttt  satisfy condition 1)( tx , 

where matrix ARCP
M

k

k





1

0

1  then the system 

doesn’t produce any overload events.  
When users apply AIMD scheme (TCP Reno, New 
Reno, Taho an others) they have two main parame-
ters   and  . Here   is a linear increase rate and 
  a multiplicative decrease factor, )1,0[ . Let 0x  

be an initial vector of rates and  ,   vectors of 
parameters. According to original AIMD scheme 
[1] user rates are increasing between overloads 
with rate  . When overload occurs rate drops to 

x . Now we will put into formal definitions using 

theory of differential equations with discontinuity 
[4]. Define it , 1i  as a first moment of time 

1 ii tt , such that there exists Jj :   1)( jitx . 

We will assume that the RTT (round trip times) are 
the same for all connections and losses are syn-
chronized: when the combined rates attain capaci-
ty, all connections suffer from a loss. 
Consider following equation 

 



tN

i
ii tttxBItx

1

)()()(   (1) 

where   is delta-function, },...,{ 1 NdiagB  , 
}:max{ ttnN nt  . Equation (1) is well-defined 

Caratheodory equation with discontinuous right-
hand side [5]. Denote V  as a set 

  JjvRv j
N   ,1min|   and W  as a set 

 1|   wRw N  . It is clear that V  is compact set, 
W  is convex compact set and WV  .  
Condition 1. For any Vx  it is true that WBx int . 
This condition means that after applying decreas-
ing operator B  user rate still will be an admissible. 
We will use Brouwer’s theorem to prove existence 
of limit solution of (1). 
Proposition 2. Let us consider admissible pair  , 
 . If Condition 1 holds then for any Wx 0  solu-
tion of (1) exists and is converging to an unique 
periodical solution )(ˆ tx . 
Simulations of solutions for 2 and 3 dimensional 
systems are shown on fig. 1. 
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Fig. 1. Graph of 2D and 3D AIMD dynamic 
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ЗАГАЛЬНА ТЕОРІЯ КОЛИВАНЬ І РИТМІКИ – ЇХНІ МОДЕЛІ  

 
В статье рассмотрена ретроспектива развития науки про колебания. 
   
The article describes a retrospective of the development of science of vibrations.      

 
Вступ 

 
Ретроспективний погляд на розвій науки про 

коливання висвітлює, що у XIX ст. диференціа-
льні рівняння були єдиною математичною фор-
мою опису природних явищ, у тім числі і коли-
вних. Бо коли науковці хотіли виразити мате-
матичною мовою рухомі, мінливі чи розвоєві 
явища, вони змушені були вводити у рівняння 
названих явищ характеристики цього руху, цих 
змін. Так виникають ці, як тепер би ми сказали, 
математичні моделі, у які величини входять не 
самі собою чи як функції від них, а у продифе-
ренційованому вигляді, у вигляді змін їх. В наш 
час стало зрозумілим, що в такий спосіб можна 
успішно описувати винятково прості системи: 
навіть механічні процеси не завжди вдається 
охопити подібними моделями. 

 
Ретроспективний погляд 

 
Ще Коші довів, що за певних умов завжди 

існує розв’язок диференціального рівняння. 
Але коли функції трансцендентні та ще складна 
комбінація їх, то це зробити не так уже просто. 
Виходить парадокс: розв’язок записано за до-
помогою формули, а дослідник нічого не може 
сказати про рух у цілому.Більше того, далеко не 
для всіх диференціальних рівнянь удається 
знайти формульний вигляд розв’язків. Францу-
зькі математики Бріо і Буке висловили ідею: 
судити про властивості функцій – розв’язків 
диференціальних рівнянь за самим рівнянням, 
не відшукуючи власне розв’язку. Цю ідею ши-
роко розвинув Пуанкаре, поєднавши її з конце-
пціями інваріантів Сильвестра та групового 
опису Кляйна. І теоретико-інваріантний підхід 
у точному природознавстві став наскрізною 
ідеєю творчості Пуанкаре. 

Ця ідея виникла в розвій ідеї Фукса – окрес-
лити клас функцій, які б були засобом для ви-
раження розв’язків диференціальних рівнянь 

подібно, як абельові трансцендентні функції – 
для розв’язків рівнянь алгебраїчних, перено-
сить центр ваги на властивості цього класу фак-
тично безвідносно до рівнянь. Ці обставини 
намітили зміну парадигми – суттєвими є влас-
тивості (класу) розв’язків, а рівняння – данина 
часові. Проблемами є доведення існування і 
фактичне знаходження коливних (періодичних, 
майже періодичних та ін.) рухів – розв’язків 
заданої системи, і дослідження поведінки ін-
ших розв’язків у стосунку до даних коливних». 
Щодо простих систем значними здобутками на 
цьому шляху є результати Baн дер Поля, Ляпу-
нова, школи Крилова-Боголюбова. Квантова 
теорія атомних явищ та теорія інваріантності, 
як називали її Пуанкаре і Мінковський, а при-
хильники й апологети Айнштайна – теорія від-
носності, а також біологія та техніка комуніка-
ції підкреслили суттєву роль носія відомостей. 
Заодно зростало усвідомлення ролі концепції 
системи, що її пропагував у біології фон Берта-
ланфі. Зараз її властивості систематизуються 
такими постулатами [1]: 1) голізм (цільність, 
атомність) – система не «складена з частин», є 
чимось відмінним від них, на частини розпада-
ється при руйнуванні; 2) функційність (діяль-
ність) – поки існує, виконує певні функції у 
собі і в довкіллі; 3) когнітивність (пізнанність) 
– їй притаманна здатність подавати відомості 
про себе (свою просторово-часову структуру), 
стаючи з речі і собі річчю для нас. Ці ідеї ста-
ють підставою системно-сигнальної концепції 
модерної науки та її парадигми. 

Зокрема, у теорії коливань системно-
сигнальний підхід виразився у концепції ритмі-
ки як закономірного у статистичному (ймовір-
нісному) сенсі повторенні послідовності фаз у 
часовій еволюції системи, відображеного в 
отримуваному від неї сигналі. Звичайно, коли б 
можна було записати якесь, у тім числі дифере-
нціальне, рівняння (очевидно, що стохастичне), 
то ця закономірність мала б бути втілена у вла-
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стивостях його розв’язку. Але для складних 
систем такий шлях дослідження є безперспек-
тивним. Тому як подальший розвій ідей обґрун-
товано періодично корельовані випадкові про-
цеми (ПКВП), які дають засіб описувати не 
тільки гармонічний склад коливань, їхній ста-
тистичний (імовірнісний) характер, але й часо-
ву повторність. 

Формально ПКВП були запроваджені Коро-
нкевичем – аспірантом Гнєденка (1957р.) як 
розв’язки діференціальних рівнянь механіки з 
періодичними коефіцієнтами: для динамічних 
систем під дією випадкових сил типу білого 
шуму. Тоді таке рівняння є по суті варіанти 
регресивного формівного фільтра для ПКВП. 
Далі як далекосяжний розвій ідеї Пуанкаре – 
описати безпосередньо клас функцій, до якого 
мають належати розв’язки таких рівнянь, дає 
змогу виразити означення ПКВП, сформульо-
ване згідно зі стандартами теорії ймовірностей, 
як умову періодичності матсподівання та кова-
ріації щодо сумісних однакових (рівних періо-
дові корельованості) зсувів їхніх аргументів, 
тобто, що існує таке число Т > 0 – період коре-
льованості, коли 

r(t+T,s+T)=r(r,s) та m(t + T)= m(t) (1) 
для всіх Rst , . Аналогічно Коронкевич озна-
чив і майже періодично корельовані процеси – 
їхні характеристики r(t+v, s+v) та 
m(t+v)майже періодичні з однаковими майже 
періодами щодо зсувів v і вони мисляться в 
нього як розв’язки диференціальних рівнянь з 
майже періодичними коефіцієнтами. 

Першим і головним аргументом історично 
був факт, що клас ПКВП пов’язує відомі спо-
радично використовувані моделі, охоплює як 
часткові випадки, узагальнюючи властивості 
їх: 1) адитивну, що є сума – періодична функ-
ція плюс стаціонарній випадковий процес 
(шум), 2) мультиплікативну – шум, промоду-
льований періодичною функцією, 3) адитивно-
мультиплікативну – поєднання обох поперед-
ніх; 4) імпульсні – послідовності еквідистант-
них імпульсів, промодульовані через період 

стаціонарними послідовностями. Легко бачити, 
що розглянуті Коронкевичем ПКВП справді 
охоплюються загальним поняттям так званого 
лінійного випадкового процесу, запроваджено-
го Бартлетом (1955р.) як перетвір білого шуму, 
бо в даному разі формівний фільтр є періодич-
ним оператором вигляду 

k
Zk

t
T

ik
AeTtA 




2

)(  (2) 

де kA , Zk  – інваріантні оператори, Т – пері-
од корельованості. Об’єднує ці моделі наведе-
ний вище вираз ПКВП через стаціонарні ком-
поненти. Проблема збіжності цього виразу, як і 
зображення періодичного оператора вирішу-
ється на підставі ЕТСС. 

Для імпульсних моделей розвинуте так зване 
трансляційне подання ПКВП чотирьох типів, 
яке узагальнює подібні результати Брелсфорда і 
Джордана в разі зображення Карунена-Лоева, 
тобто спектральне за умови рівномірної збіж-
ності та ортогональне. 

Для опису складних ситуацій, коли є кілька 
ритмозадатних причин (часами і механізмів: 
типу добовосезонного ходу природних, техно-
логічних чи суспільних явищ; ритмів серцебит-
тя, дихання і добової активності), означено кра-
тну ритміку з моделями у вигляді полі-ПКВП, 
які запроваджено як частковий випадок майже 
ПКВП. Спершу означені і детально досліджені 
бі-ПКВП для опису ритміки морських хвиль. 

Отже, вчення про коливання оформилось як 
проблема диференціальних рівнянь, що врахо-
вують принцип суперпозиції та інваріантність 
частот (ізохронність), набуло тепер вигляду 
теорії ритміки, моделі якої успішно досліджує 
ЕТСС і аналогічна теорія для процесів у вузь-
кому сенсі, тобто заданих ієрархією розподілів. 
Таким чином ЕТСС запровадженням класів π та 
ε дає засоби розкриття такої структури коли-
вань і відкриває нові можливості використання 
специфіки інформативності стохастичних мо-
делей їх і ритміки. 
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A FUZZY APPROACH TO MARKETING INNOVATION USING GALOIS GROUP THEORY 

 
Through the last years an increasing interest to find innovative ways to introduce new competitive products into 

the market has been identified. Our investigation pretends to apply administration models for the analysis and 
treatment of variables, combinatory processes and affinity models, which could find the most affine new product, 
that sharing common elements could be introduced together with an established well-known product to maximize 
the possibilities of being a market success. We look forward to establish a robust model that could close the gap 
that is found in the present frames of associations, which are mainly driven by trial and error decisions.  In order to 
achieve this task we will use tools of Fuzzy Sets Theory, evaluating characteristic elements of different products 
under Galois’ group theory. The originality of the study relies on the capacity and flexibility of the model to ana-
lyze different characteristics of diverse manufactured products by a specific company under subjective and uncer-
tain conditions and the implementation of solid theories from a fuzzy logic standpoint.  

Keywords: Marketing Innovation, Fuzzy Sets, Galois Group Theory.  
 

Introduction 
    

One of the main triggers for assessing the topic 
of innovation is enunciated by Porter [1] “A na-
tion’s competitiveness depends on the capacity of 
its industry to innovate and upgrade. Companies 
gain advantage against the world’s best competi-
tors because of generating innovations”. 

It has been widely conceded that innovations 
can be typified in specific categories such as prod-
uct, process and organizational. In the present work 
we assess an innovation typology just as important 
as the ones mentioned before: marketing innova-
tion. In recent years more attention has been at-
tracted to this concept due to the fact that “the de-
velopment of new marketing tools and methods 
plays an important role in the evolution of indus-
tries.” Chen [2]. 

The Oslo Manual [3] describes marketing inno-
vation as “the implementation of a new marketing 
method involving significant changes in product 
design or packaging, product placement, product 
promotion or pricing”.  

Innovation is described as an uncertain topic 
due to the endogenous and exogenous elements 
that surrounds it; therefore the adoption of deci-
sions under a fuzzy approach has gained special 
relevance. Studies with a fuzzy-oriented standpoint 
have been increasing since the last century and 
have proven efficacy while dealing with complex 
phenomena.    

 
Methodology 

 
Most of the concepts addressed in our analysis 

can be subjective and cannot be assessed in a pre-

cise quantitative form. It is in this kind of scenario 
where the use of the fuzzy sets tools is highly rec-
ommended, see for example Zadeh [4]; Gil-Aluja 
et al. [5]; among others.  

In specific our investigation will use the linguis-
tic approach technique detailed in Herrera et al. [6] 
to evaluate the characteristic elements that com-
prise the manufactured products of a detailed firm.   

Once the evaluation of products has been made, 
we will use a method to classify and group these 
goods under Galois Theory, which is a connection 
between the field theory and the group theory. Cer-
tain problems in field theory can be reduced to 
group theory using Galois Theory. This allows us 
understanding the problems easier and solving 
them in a simpler way. In the beginning, Galois 
used permutation groups to explain how the vari-
ous roots of a given polynomial equation were re-
lated to each other, Edwards [7]. 

Galois Theory is based on a remarkable corre-
spondence between subgroups of the Galois group 
of an extension E/F and intermediate fields be-
tween E and F. 

If G = Gal (E/F) is supposed to be the Galois 
group of the extension E/F. If H is a subgroup of 
G, the fixed field of H is the set of elements fixed 
by every auto-morphism in H, that is: 

ሻܪሺܨ ൌ ሼݔ ∈ ܧ ∶ ሻݔሺߪ	 ൌ 	ߪ	ݕݎ݁ݒ݁	ݎ݋݂	ݔ ∈  ሽ   (1)ܪ

If K is an intermediate field, that is, F≤K≤E de-
fine: 

ሻܭሺܩ ൌ ሻܭ/ܧሺ݈ܽܩ ൌ 	 ሼߪ	 ∈ ܩ ∶ ሻݔሺߪ	 ൌ
	ݔ	ݕݎ݁ݒ݁	ݎ݋݂	ݔ ∈  ሽ                                (2)ܭ
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In other words fixing group of K for G (K), 
since G (K) is the group of auto morphisms of E 
that leave K fixed. Galois Theory is about the rela-
tion between fixed fields and fixing groups; see 
Artin [8]. 

 
Application of the Model  

 
One of the foremost applications, which allow 

the constructive visualization and further exploita-
tion of the results of the model, is precisely the 
aggrupation of goods en route for the introduction 
of products that could raise the possibilities of be-
ing a market success. 

When conducting traditional grouping of prod-
ucts, trial and error methods are employed, there-
fore the confidence level in which the inherent 
characteristics of studied products relate to each 
other tends to be scarce. In order to optimize the 
process of products grouping, we propose the use 
of Galois Group Theory, which allows us to know 
exactly which products are stout at determined 
characteristics with a significant level of confi-
dence, thus allowing the introduction of the most 
affine products into the market.    

In our research, the adoption and further appli-
cation of Galois group theory to the measured vari-
ables has multiple significances:  

 
i) At first, it allows to establish different lev-

els of affinities that could be created as of the in-
herent characteristics of the products analyzed.  

ii) Secondary, once the level of affinity has 
been established, the model allows knowing pre-
cisely, which are the specific characteristics that 
foster the optimization of the groups. 

iii) Thirdly, the model permits the selection on 
which of the characteristics the decision maker 
wants to prioritize in a specific environment of 
product introduction.     

 
Conclusion 

 
The present work tries to shed a light into prod-

uct placement and product promotion empiric stud-
ies by establishing robust models based on a fuzzy-
logic perspective in order to find the most affine 
new products, placing them with established well-
known products to increase the possibilities of a 
market success. 

We propose an innovative group-based model 
that relies on the comparison between determined 
variables collected by the inherent characteristics 
of different manufactured products in order raise 
the rate of a market success. The proposed model is 
originated on the basic principles of Galois group 
Theory, this process allows grouping different 
manufactured goods with a certain level of signifi-
cance, detect the level of affinity that those groups 
show, and select which of the inherent characteris-
tics of the products could be enhanced due to the 
specific needs of the firm. The model we present 
can be applied to diverse industries and it may al-
low optimizing the process of grouping products 
under subjective and uncertain conditions.  
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LMI-ПОДХОД К СРАВНЕНИЮ КВАДРАТИЧНЫХ КРИТЕРИЕВ КАЧЕСТВА 

 
 A simple way to compare the quadratic costs based on the technique of linear matrix inequalities is dis-

cussed. The proposed approach is easy to implement from a technical point of view and is applicable to various 
problems of the control theory. The efficiency of the approach is illustrated through a robust linear-quadratic prob-
lem and a problem of rejection of bounded exogenous disturbances. 

 
Введение и постановка задачи  

 

Пусть nnPP R21,  – положительно опреде-
ленные симметрические матрицы; рассмотрим 
две квадратичные формы 

  xPxPJ T 1
11
 ,    xPxPJ T 1

22
       (1) 

где вектор x  принадлежит единичному шару 
 1:

2
 xxB nR . 

Как сравнить значения функционалов  1PJ  

и  2PJ  на шаре B ? Если разность 21 PP   зна-

коопределена, ответ тривиален; в общей же 
ситуации одному из ответов на этот вопрос и 
посвящен доклад. 

Прежде всего, отметим хорошо известный 
подход [1], связанный с усреднением значений 
функционала по точкам, случайно равномерно 
распределенным на поверхности единичного 
шара. Легко вычислить математическое ожида-
ние значения квадратичного функционала 

  xPxPJ T 1  на единичном шаре: 

  11 tr
1

E   P
n

xPxT  

Такой подход не учитывает взаимного рас-
положения соответствующих эллипсоидов 

   1: 1   xPxxPE i
Tn

i R ,   2,1i , 

с центрами в начале координат, являющихся 
образами шара B  при линейных отображениях, 

определяемых матрицами 2/1
1P  и 2/1

2P . 

В качестве примера рассмотрим эллипсы с 
матрицами 














0050.00011.0

0011.00234.0
1P  

(показан сплошной линией на Рис. 2) и 











4047.03425.0

3425.02970.0
2P  

(пунктир на Рис. 2).  
Поскольку 5002.245trtr 1

2
1

1   PP , то 

результаты усреднения функционалов  1PJ  и 

 2PJ  по случайно равномерно распределен-
ным на поверхности единичного круга точкам 
для каждого из них одинаковы.  

 

Рис. 1. Эллипсы  1PE и  2PE  и образы 
«наихудшей» точки. 

Естественно интересоваться показателем, 
учитывающий взаимное расположение эллип-
соидов. Один из очевидных подходов к этому 
состоит в оценке величины 

xPx

xPx
T

T

Bx 1
2

1
1max 




,                          (2) 

то есть максимально возможного отношения 
критериев по всем точкам из единичного шара. 

Легко видеть, что максимум (2) равен 
наибольшему обобщенному собственному зна-
чению  1

2
1

1max ,  PP  пары матриц 1P  и 2P  и 

достигается на соответствующем нормирован-
ном собственном векторе. Возвращаясь к при-
меру, имеем   9937.100, 1

2
1

1max  PP  и точку 

Bx 









7621.0

6475.0
0 . 

На Рис. 1 звездочками показаны образы точки 

0x  при отображениях 0
2/1

1 xP  и 0
2/1

2 xP . 

Еще менее информативна величина 
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









 
P

P

xPx

xPx
T

Bx

T

Bx ,                 (3) 

представляющая собой отношение наихудших 
значений функционалов  1PJ  и  2PJ  незави-
симо друг от друга. В рассматриваемом приме-
ре показатель (3) сравнительно мало отличается 
от единицы и равен всего лишь 8316.0 . 
 

Основной результат 
 

Будем интересоваться сравнением долей то-
чек шара, принадлежащих  только одному из 
этих эллипсоидов. Простой подход к субопти-
мальному решению этой задачи основан на 
технике линейных матричных неравенств [2]. 

Рассмотрим следующие задачи полуопреде-
ленного программирования: 

21min PPпри                   (4) 

12min PPпри                   (5) 
(неравенства понимаются в смысле знакоопре-
деленности матриц).  

Пусть 1̂  и 2̂ – решения задач (4) и (5) отно-
сительно скалярной переменной  . Величина 

1̂  показывает, насколько следует увеличить 
эллипсоид  1PE , чтобы он стал содержать 
 2PE , а 2̂  – насколько следует увеличить эл-

липсоид  2PE , чтобы он стал содержать  1PE . 
Соотношение между этими величинами и бу-
дем считать искомой характеристикой, а в ка-
честве количественного показателя примем 
величину    2121 ˆˆlog,  PP . Введенные ха-
рактеристики тесно связаны с расстоянием 
Банаха-Мазура; приведем его определение для 
конечномерного случая. 

Пусть BA,  – симметричные выпуклые тела. 
Расстоянием Банаха-Мазура называется вели-
чина       ABdBAdBA ,,,log,  , где 
   ABBAd 




1
inf, . 

Таким образом,       2121 ˆˆlog,  PEPE  
Возвращаясь к примеру, находим решения 

задач (4) и (5): 9937.100ˆ1  , 0928.4ˆ2  . Со-
ответственно, предпочтительным является 
функционал  1PJ ; заметим, что при этом 

     2058.3, 21 PEPE . Эллипсы  11ˆ PE   и 

 22ˆ PE   показаны точечными линиями на 
Рис. 2. 

 

Рис. 2. Масштабированные эллипсы 
 11ˆ PE   и  22ˆ PE  . 

 
Заключение 

 
     Предложен простой и эффективный способ 
сравнения квадратичных критериев качества, 
основанный на технике линейных матричных 
неравенств. 

Подход легко реализуем с технической точ-
ки зрения и может быть применен к различным 
задачам теории систем; его работоспособность 
будет освещена в докладе на примере робаст-
ной линейно-квадратичной задачи [3, 4] и зада-
чи подавления ограниченных внешних возму-
щений [4, 5]. 
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УДК 519.872 
 
ГУСТИ Н.А., 
МАРАСАНОВ В.В. 

 
ОПТИМИЗАЦИЯ ВРЕМЕНИ НАХОЖДЕНИЯ В ОЧЕРЕДИ ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ПО-

ТОКОВ СОБЫТИЙ 
 
Описуються конфліктні системи масового обслуговування. Досліджуються прості моделі конфліктних 

систем масового обслуговування та математичні моделі з фіскальним ритмом зміни обслуговування. Наве-
дено приклад. Розглянуто найпростіша математична модель з двома конфліктними транспортними потока-
ми легко. 

Ключові слова: системи масового обслуговування, математична модель, пококи подій, що пересікаться. 
 
This paper describes the conflict queuing system. The simple model of conflict queuing systems and mathemat-

ical models with fiscal rhythm change service are investigated. An example is given.  The simple mathematical 
model with two conflicting traffic is considered. 

Keywords: queuing systems, mathematical model, intersecting event streams. 
 

Введение  
 

Производственные, транспортные системы 
и много других систем можно рассматривать 
как системы массового обслуживания (СМО). 
При создании моделей СМО необходимо ре-
шать сложные задачи. При решении этих задач 
нужно учитывать ряд факторов: закон распре-
деления потока;  закон распределения заявок;  
закон распределения времени обслуживания. 
Поэтому разработка моделей алгоритмов 
управления являются сложной актуальной за-
дачей. 

Управляемая динамическая система, вхо-
дом и выходом которой являются потоки за-
явок, называется управляемой системой массо-
вого обслуживания или просто системой массо-
вого обслуживания. 

 СМО предназначена для обслуживания 
потока заявок (требований), поступающих в 
случайные моменты времени на её вход.  

Процесс работы СМО представляет собой 
случайный процесс с дискретными состояния-
ми и непрерывным временем; состояние СМО 
меняется скачком в моменты появления собы-
тий (прихода новой заявки,  окончания обслу-
живания, или момента, когда заявка, которой 
надоело ждать, покидает очередь, заявки с 
ограниченным временем ожидания). 

Предмет теории систем массового обслу-
живания — построение математических моде-
лей, связывающих заданные условия работы 
СМО (число каналов, их производительность, 
правила работы, характер потока заявок) с ин-
тересующими показателями эффективности 
СМО, которые можно разбить на две группы:  

показатели, непосредственно связанные со ста-
ционарным распределением вероятностей {

k
P } 

числа заявок в системе и временные показате-
ли. 

 
Основная часть 

 
Основными задачами исследования являют-

ся: 
- исследование простейших моделей кон-

фликтных систем массового обслуживания; 
- исследование математических моделей с 

фиксированным ритмом изменения обслужива-
ния; 

- оптимизация времени нахождения в оче-
реди пересекающих потоков событий. 

В качестве СМО рассматривается простей-
шая модель перекрестка с двумя пересекающи-
мися однородными потоками машин. 

В результате исследования стационарных 
потоков было найдено условие оптимального 
переключения при заданных интенсивностях, 
пропускных способностях и общего периода 
работы.  

Для определения минимального среднего 
времени ожидания машин перед перекрестком 
нужно минимизировать функцию:  

  )()(
1

),( 2
22

2
1121 


  BBf

,

(1) 

где   ; )(1
2

1 iii
i

iB 
 (2) 

i интенсивность i-ого потока; 

i пропускная способность i-ого потока; 



Математичні проблеми управління, оптимізації і теорії ігор                  65 

 

,...2,1i  

;  21211221 k   
 период работы светофора; 
1 время, в течении которого разрешено 

движение первого потока и запрещено движе-
ние второго; 

2  время, в течении которого разрешено 
движение второго потока и запрещено движе-
ние первого; 

 1221 k время желтого цвета.  
Также нужно соблюдать условие минимума: 
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(2) 

Светофор при соответствующем выборе 
времен может пропустить пребывающие к нему 

потоки автомашин при условии, что 1; 
2

2

1

1 






 

1 интенсивность 1-ого потока; 

1 пропускная способность 1-ого потока; 

2 интенсивность 2-ого потока; 

2 пропускная способность 2-ого потока. 
Невыполнение условия (3) в соответствую-

щем направлении приводит к неограниченному 
нарастанию очереди.  

i ˂ ii  (3) 

Из условия оптимума (4) находим мини-
мальное среднее время ожидания машин перед 
перекрестком при заданных эксперименталь-
ных  значениях: 111   ; 152  ; 231  ;

302  ; с110 ; сk 6 . 
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


 (4) 

При подстановке значений, следует,  что 
найдено оптимальное время нахождения в оче-
реди машин перед перекрестком. 

.77
1

2

1
2 с

B

B
Аk






 ;   .2721 сk    

 
Выводы 

 
Система массового обслуживания, как 

правило, является конфликтной, поскольку об-
служивание одних заявок обычно происходит в 
ущерб для обслуживания других.  

На примере рассматривается конкретная 
задача управления движением транспорта на 
перекрестке и основываются на работах. 

В работе рассмотрена простейшая матема-
тическая модель с двумя конфликтными транс-
портными потоками, которая легко обобщается 
на произвольное число потоков. Определена 
минимальность среднего времени ожидания 
машин перед перекрестком. 
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УДК 517.977.5:631.67 
 
ПОЛИВОДА О.В. 
 
АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ АДАПТИВНЫХ МЕТОДОВ ОПЕРАТИВНОГО УПРАВЛЕ-

НИЯ ВЛАГООБЕСПЕЧЕНИЕМ В ИРРИГАЦИОННОЙ СИСТЕМЕ 
 

Виконано аналіз ефективності методів оперативного керування вологозабезпеченням в іригаційній системі в умо-
вах невизначеності при використанні адаптивної системи керування з прогнозуючою моделлю, яка вирішує поточні 
завдання диспетчерського управління: спостереження, формування прогнозу стану вологості ґрунту, пошук і реаліза-
цію оптимального керування з розподілом по інтервалах часу.  

 
The efficiency of operational control methods analysis of water provision in irrigation system in uncertainty conditions us-

ing an adaptive control system with a predictive model which solves the problem of the current dispatch control: observation, 
soil moisture state prediction formation, search and realization of optimal control distribution of time intervals. 

 
Введение  

 

Современные системы управления влаго-
обеспечением представляют собой интегриро-
ванные автоматизированные системы (ИАС), 
которые с помощью подсистемы мониторинга 
осуществляют систематическое измерение всех 
текущих параметров функционирования объек-
та и параметров окружающей среды, пополне-
ние баз данных новой информацией, а также 
оценку состояния системы с возможностью 

прогнозирования поведения системы. Форми-
рование управления в ИАС должно осуществ-
ляться на основе своевременной идентифика-
ции состояния влажности почвы. 

 
Основная часть 

 
Структура системы оперативного управле-

ния с прогнозирующей моделью приведена на 
рис. 1.  

iu

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

R
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q

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
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


1iu



ix

ˆ

 

Рис. 1. Структура системы оперативного управления с прогнозом 

1 –  1,  ii ttt , 2 –  1,  ii ttt , 3 –  211,   ii ttt , 4 –  itt . 

Объект управления (ОУ) наблюдается по-
средством измерительной системы (ИС). Блок 
оценивания (БО) формирует оценку текущего 

состояния объекта ix

ˆ . Модель долгосрочного 

прогноза (МДП) формирует вектор выхода 1ˆ iy


 

на горизонт прогноза, т.е. для момента времени 

it . Для прогноза вектора выхода 1ˆ iy


 ис-

пользуется условно-постоянная информация 
(массив данных R


) о типе почвы подпахотного 

и пахотного слоев, почвенно-гидрологических  

константах слоев, о типе культивируемых куль-
тур и условиях их выращивания, о наличии 
единиц оросительной техники, их расположе-
нии на географической плоскости, которая хра-
нится в базе данных (БД), а также информация 
о прогнозируемых климатических условиях, 
полученная от гидрометеорологических служб. 

Модуль адаптивного управления с экспо-
ненциальным сглаживанием (МАУсЭС) и крат-
косрочным прогнозом [1] формирует вектор 
управления 

1iu


 на горизонт управления для 
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интервала времени   2,  ii ttt  с учетом 

заданного коридора влажности 

äîïòiäîïò yyyyy 


, при этом найденное 

оптимальное управление записывается в блок 
запоминания программ управления (БЗПУ) и 
передается в модуль хранения программ управ-
ления (МХПУ) к моменту времени  ii tt 1  

для реализации на интервале времени 
  2,  ii ttt . На 1i  интервале управления 

формирование графика полива повторяется с 
учетом скорректированной оценки прогноза 
состояния влажности почвы в корнеобитаемом 

слое 1ˆ iy


 с сохранением длины интервала про-

гноза  .  
Продолжительность интервала достоверного 

прогноза для формирования графика полива, в 
течение которого систему можно считать ква-
зилинейной, как и периодичность опроса дат-
чиков, целесообразно определять с помощью 
одномерного спектрального анализа динамики 
влажности почвы в конкретных климатических 
и агротехнических условиях [2]. 

При практической реализации системы опе-
ративного управления с прогнозом в течение 
всего периода вегетации повторяются циклы 
длительностью  , в процессе которых измере-
ние и управление осуществляется в режиме 
реального времени, а формирование векторов 

оценки выхода 1ˆ iy


 и оптимального управления 

1iu


 – в ускоренном времени. 

Эффективность работы системы оперативно-
го управления с прогнозом существенно зави-
сит от продолжительности временных интерва-
лов, так как при большом   прогнозируемые 
внешние условия в реальности могут суще-
ственно отклоняться от действительных. При 
малых значениях   значительно увеличивается 
объем вычислений, что может привести к не-
обоснованно большим затратам времени. Ана-
лиз эффективности адаптивных методов управ-
ления влагообеспечением проводился на основе 
моделирования с использованием в качестве 
объекта управления дискретизированной моде-

ли динамики влажности почвы на основе урав-
нения Дарси 

   










,

,

xy

quxbxf
dt
xd






C

 

где  TNk xxxxx ,,,,, 10 
  – вектор состояния 

(значений влажности почвы по глубине);  xf


 

и  xb


 – вектора функций, зависящих от эле-

ментов вектора состояния и формирующихся на 
основе гидрофизических характеристик почвы; 
u


 – вектор управления; 

    TNN qxTRxTRqq 110  
– вектор 

внешних воздействий, включающий осадки 0q , 

водопотребление культур по слоям  ixTR , 

11  ,Ni , а также сток в подпахотный слой Nq

; C  – матрица, формирующаяся согласно 
структуре системы измерения влажности; y


– 

вектор выхода, представляющий доступные для 
измерения значения влажности почвы. 

Периодический расчет оптимального управ-
ления влагообеспечением в пределах отдельной 
оросительной системы должен осуществляться 
в АРМ диспетчера для каждой единицы полив-
ной техники. В этом случае при формировании 

оценки вектора 1ˆ iy


 на горизонт прогноза ре-

зультат опроса датчиков влажности  p
iky  в зоне 

действия p -й единицы поливной техники 
усредняют. 

 
Заключение  

 
Оперативное управление влагообеспечением 

в условиях неопределенности должно осу-
ществляться с использованием методов адап-
тивного управления с прогнозирующей моде-
лью. Для повышения эффективности системы 
адаптивного управления необходимо предвари-
тельно проводить анализ параметров функцио-
нирования для определения оптимальных вре-
менных интервалов. 
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СИСТЕМНЫЙ КРИТЕРИЙ РЕГУЛЯРНОСТИ МГУА ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ  

В КЛАССЕ СИСТЕМ АВТОРЕГРЕССИОННЫХ УРАВНЕНИЙ  
СО СЛУЧАЙНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ  

 
Для моделювання в класі систем авторегресійних рівнянь розроблено системний критерій регулярності. 

Доведено існування оптимальної множини регресорів. Отримано умови редукції оптимальної системи авто 
регресійних рівнянь, які залежить від параметрів системи рівнянь і об'єму вибірки.  
 

For modelling in class of autoregression equations systems the system criterion of regularity is offered. It is 
proved, that the optimum set of regressors exists. The condition of a reduction of optimum system of autoregres-
sion equations is obtained. This condition depends on parameters of equations system and volumes of samples.  

 
Система авторегрессионных уравнений – 

традиционный математический объект в теории 
и практике метода группового учёта аргумен-
тов. В 80-х годах прошлого века академик 
А.Г. Ивахненко ставил такие задачи в рамках 
“объективного системного анализа”, и, как пра-
вило, в качестве критерия отбора моделей (по-
казателя качества системы авторегрессионных 
уравнений) применялись различные свертки 
критериев МГУА отдельных уравнений.  

Класс систем авторегрессионных уравнений 
со случайными коэффициентами – известный 
класс моделей в задачах структурной иденти-
фикации. Определение порядка авторегресси-
онных моделей в системе в условиях неопреде-
лённости по количеству и составу входных пе-
ременных является актуальной задачей в тео-
рии идентификации и управления, и для её ре-
шения существуют различные подходы. Часто 
используемым критерием качества для систем 
авторегрессионных уравнений является много-
мерный аналог информационного критерия 
Акаике. В прикладных задачах могут встре-
чаться объекты более широкого класса, в кото-
рых выходные переменные могут определяться 
разными подмножествами регрессоров. Поэто-
му построение и обоснование критерия струк-
турной идентификации для объектов такого 
класса является актуальной задачей.  

Известный подход в МГУА основан  на раз-
биении выборки данных о наблюдении объекта 
на обучающую и проверочную части: на обу-
чающей выборке оцениваются коэффициенты 
модели, а на проверочной оценивается качество 
модели. В соответствии с принципами МГУА, 
для отыскания системы авторегрессионных 
уравнений оптимальной сложности необходи-
мо: а) указать метод оценивания коэффициен-
тов в системе авторегрессионных уравнений; 

б) задать алгоритм генерирования систем авто-
регрессионных уравнений (структур моделей); 
в) разработать внешний критерий для оценки 
качества перебираемых систем; г) исследовать 
поведение математического ожидания внешне-
го критерия в зависимости от состава регрессо-
ров; д) доказать существование системы авто-
регрессионных моделей оптимальной сложно-
сти.  

При моделировании в классе авторегресси-
онных уравнений в МГУА традиционно приме-
няется сумма критериев регулярности отдель-
ных авторегрессионных уравнений, параметры 
которых оцениваются независимо. Поэтому 
построение и обоснование критерия структур-
ной идентификации в условиях, когда парамет-
ры системы авторегрессионных уравнений со 
случайными коэффициентами оцениваются 
совместно, является актуальной задачей.  

Оценивание параметров системы авторе-
грессионных уравнений проводится на основе 
результатов, полученных в [1].  

Пусть функционирование динамического 
объекта подчиняется закону в виде системы 
авторегрессионных уравнений со случайными 
коэффициентами ( hk ,...,2,1 ):  
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где )(kxi



 – ненаблюдаемое значение k -й вы-
ходной переменной в дискретные моменты 
времени itt  , ni ,...,2,1 ; n  – общее число 

наблюдений; p  – число предыдущих значений 
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выходных переменных, которые влияют на их 
текущее значение; h  – число выходных пере-
менных, образующих множество X ; )(ζ 1 ki  – 

ненаблюдаемая случайная величина.  

В (1) матрица );1( q


Z  – )( pn -матрица p  
предыдущих ненаблюдаемых значений q -й 
переменной; в обозначении этой матрицы –1 

означает, что в формировании величины )(kxi



 

участвуют величины )(,...),(),( 21 qxqxqx piii 











, а 

);1(, qi 


Z  означает ту строку );1( q


Z , в кото-

рой первый элемент – )(1 qxi



. В (1) матрица 
),;1( qkΘ  – )( np -матрица n  реализаций 

)1( p -вектора ненаблюдаемых случайных ве-
личин; в обозначении этой матрицы –1 означа-

ет, что при формировании величины )(kxi



 i -й 
столбец этой матрицы ),;1(, qki Θ  умножается 

на i -ю строку матрицы );1( q


Z .  
Пусть ),( qkm  – число предыдущих значений 

переменной q , от которых зависит текущее 
значение переменной k . Пусть относительно 

)1),(( qkm -вектора случайных коэффициентов 
),;1(, qki Θ  выполняется:  
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)),(θ,...),,(θ),,(θ(),( qkqkqkqk qkmθ  (3) 
– )1),(( qkm -вектор неизвестных детермини-
рованных коэффициентов, hqk ,...,2,1,  ; 

),;1( qkΗ  – )( np -матрица n  реализаций p  
ненаблюдаемых случайных величин, в обозна-
чении этой матрицы –1 означает, что при фор-

мировании в (1) величины )(kxi



 i -й столбец 
этой матрицы ( ni ,...,2,1 ) – 

T
),(21 ))),(;,(η,...),2;,(η),1;,(η( qkmqkqkqk qkm  

умножается на i -ю строку матрицы );1( q


Z .  
Пусть для наблюдений k -й выходной пере-

менной объекта выполняется  

 nikkxkx iii ,...,2,1),(ε)()( 


, (4) 

где )(kxi  – наблюдаемое значение k -й пере-

менной, измеренное в момент времени itt  , 

ni ,...,2,1 ; )(kxi



 – ненаблюдаемое значение k
-й переменной, которое формируется согласно 
(1); )(ε ki  – случайная ненаблюдаемая ошибка 

измерения k -й переменной.  
Пусть имеются две выборки наблюдений: 

первую выборку ( A ) – будем называть обуча-
ющей, а вторую ( B ) – проверочной. На обуча-
ющей выборке будем оценивать параметры си-
стемы авторегрессионных уравнений с текущей 
анализируемой структурой, а на проверочной 
будем оценивать качество этой построенной 
модели. Для вектора остатков на выборке B  
выполняется  

 ),/(),(),/( kABkBkAB


 yyu ,         (5) 
где ),( kBy  – вектор наблюдений выходной пе-
ременной с номером k  на проверочной выбор-

ке B ; ),/( kAB


y  – вектор выходов k -й авторе-
грессионной модели на выборке B , рассчитан-
ный по модели, оценки коэффициентов которой 
получены на обучающей выборке A .  

Объединим векторы остатков (5) в матрицу и 
введем матрицу ковариаций остатков  
  ),/(,...2),,/(1),,/()/( hABABABAB uuuU  ,(6) 

 )/()/()/( T ABABAB UUW  . (7) 
Определение 1. Случайная величина  

   )/(detln
1

AB
h

ARS W  (8) 

называется системным критерием регулярности 
МГУА для системы авторегрессионных урав-
нений.  

Получены условия редукции (упрощения) 
системы авторегрессионных уравнений, опти-
мальной по составу регрессоров. В частном 
случае независимого оценивания коэффициен-
тов в разных авторегрессионных уравнениях 
предложенный критерий представляет собой 
сумму критериев регулярности отдельных ав-
торегрессионных уравнений, т. е. он является 
обобщением системного критерия регулярно-
сти, традиционно применяемого в МГУА.  
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ІНФОРМАЦІЙНА ТЕХНОЛОГІЯ КЕРУВАННЯ ПЕРЕВАНТАЖЕННЯМИ В МЕРЕЖІ  

НА ОСНОВІ ЛОКАЛЬНОЇ МОДЕЛІ КЕРОВАНОГО ПРОЦЕСУ 
 

Рассмотрена проблема обеспечения качества обслуживания сетевых данных в мультисервисных компь-
ютерных сетях. Разработана информационная технология управления перегрузками при обеспечении каче-
ства обслуживания на основе локальной модели управляемого процесса передачи данных, которая позволя-
ет идентифицировать параметры математической модели TCP-протокола. 

 
Problem of quality of service providing for multiservice networks data is studied. Informational technology of 

congestion control for a quality of service providing on a base of a controlled process local model of data transfer-
ring is developed. This informational technology allows to identify parameters of a mathematical model of TCP-
protocol. 

 
Проблема забезпечення QoS в сучасних 

комп’ютерних мережах  
 

Особливості розвитку мережних середовищ 
передачі даних і поява нових типів мережних 
додатків обумовлюють необхідність розробки 
технологій забезпечення якості обслуговування 
в сучасних комп’ютерних системах і мережах. 

Якість обслуговування (Quality of Service, 
QoS) – це здатність мережних засобів забезпе-
чувати необхідний рівень сервісу для різних 
типів трафіку в різних мережних середовищах 
[1]. Серед існуючих засобів базової архітектури 
QoS [1, 2], до якої входять засоби QoS вузла, 
протоколи QoS-сигналізації, централізовані 
функції управління й обліку QoS та ін., особли-
ву роль відіграють інформаційні технології ке-
рування мережними ресурсами і процесами 
передачі даних. 
 Сучасні комп’ютерні системи і мережі харак-
теризуються гетерогенністю, високим ступенем 
невизначеності структури і параметрів, неста-
ціонарністю та ін., тому застосування класич-
них методів для керування такими мережами є 
проблематичним. 
 Останнім часом розвивається новий підхід 
для вирішення задач керування складними сис-
темами – алгоритм на основі локальної моделі 
керованого процесу (ЛМКП) [3, 4], що полягає 
у синтезі сигналу керування, який є еквівалент-
ним зовнішньому збуренню. 

Розробка теоретико-методологічних основ 
інформаційних технологій забезпечення QoS на 
основі ЛМКП при передачі мережних даних є 
актуальною задачею. Її вирішення дозволить 
покращити керування мережними потоками в 
умовах параметричної невизначеності та неста-
ціонарності процесів передачі даних. 

Алгоритм синтезу локальної моделі  
керованого процесу 

 
Ідея синтезу локальної моделі керованого 

процесу полягає в тому, що шляхом активного 
експерименту на короткому часовому інтервалі 
створюється "локальна" модель керованого 
процесу, що відображає динаміку невідомих 
вхідних впливів у даний момент часу. Детально 
алгоритм побудови ЛМКП описано в [3, 4].  

В роботах [5, 6] розроблено метод парамет-
ричної ідентифікації на основі ЛМКП, який 
дозволяє ідентифікувати параметри математич-
них моделей процесів передачі даних в умовах 
параметричної невизначеності та нестаціонар-
ності на основі використання еквіваленту неві-
домого вхідного сигналу.  

Запропонований у [5, 6] метод дозволяє іден-
тифікувати параметри математичної моделі 
TCP-протоколу, використовуючи лише значен-
ня вікна передачі даних. Це спрощує запобіган-
ня перевантажень мережних буферів, зменшує 
ймовірності втрат пакетів, збільшує ефектив-
ність розподілу каналу зв’язку, забезпечуючи 
гарантований рівень QoS. 

Розроблені методи можуть бути ефективно 
використані для керування мережними даними 
в задачах QoS. 

 
Інформаційна технологія забезпечення QoS 

на основі ЛМКП 
 

У багатьох випадках процеси передачі даних 
на базі TCP-протоколу розглядаються як проце-
си керування динамічними об’єктами на основі 
зворотного зв’язку з метою стабілізації віднос-
но заданого стану.  
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На основі методу синтезу локальної моделі 
керованого процесу та методу параметричної 
ідентифікації математичних моделей процесів 
передачі мережних даних, запропонованих у 
роботах [3–6], розроблено інформаційну техно-
логію (ІТ) забезпечення QoS на рівні стеку 
TCP/IP із використанням параметричної іден-
тифікації на основі ЛМКП передачі даних при 
уникненні заторів у комп’ютерних мережах в 
умовах невизначеності та нестаціонарності.  

Схема розробленої інформаційної технології 
наведена на рис. 1. 

Розроблена ІТ дозволяє визначити параметри 
моделі TCP-протоколу, що надає можливість 
налаштування параметрів механізмів керування 
мережним трафіком в задачі забезпечення на-
лежного рівня якості обслуговування мережних 
користувачів. 

 

Висновки 
 

Забезпечення QoS є актуальною задачею, 
однак вона ускладнюється наявністю структур-
ної та параметричної невизначеності 
комп’ютерної мережі та процесів передачі ме-
режних даних. Запропонована ІТ дозволяє на-
дати для алгоритмів активного керування чер-
гами (AQM) необхідну інформацію про невідо-
мі параметри математичної моделі TCP-
протоколу для налаштування їх параметрів за-
вдяки параметричній ідентифікації на основі 
ЛМКП, яким є процес передачі мережних да-
них, в умовах його невизначеності та не стаціо-
нарності в задачі забезпечення QoS. ІТ на осно-
ві ЛМКП може бути використана при проекту-
ванні мультисервісних мереж. 

 

 
Рис. 1. Структурна схема ІТ забезпечення QoS із використанням параметричної  

ідентифікації на основі ЛМКП при уникненні перевантажень 
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