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Анотацiя—У роботi розглянуто диференцiальне
рiвняння з узагальненою похiдною iз сталим запi-
зненням, введено поняття розв’язку, сформульова-
на теорема iснування єдиного розв’язку та теорема
про неперервну залежнiсть розв’язку рiвняння вiд
початкової функцiї. Також у роботi розроблений
числовий алгоритм побудови розв’язку таких рiв-
нянь, наведенi приклади роботи цього алгоритму при
розв’язаннi нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з
узагальненою похiдною iз запiзненням.
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Вступ
Розвиток теорiї багатозначних вiдображень

призвiв до з’ясування питання про те, що ро-
зумiти пiд похiдною вiд багатозначного вiдобра-
ження. Про це йдеться у роботах M. Hukuhara
[1], T.F. Bridgland [2], Ю.Н. Тюрiна, H.T. Banks,
M.Q. Jacobs [3], В.О. Плотнiкова, А.В. Плотнiко-
ва, Н.В. Скрипник [4-7], А.Н. Вiтюка [8], B. Bede,
S.G. Gal [9].

У доповiдi розглядається диференцiальне рiв-
няння з узагальненою похiдною iз сталим запi-
зненням.

Поняття розв’язку
Розглянемо диференцiальне рiвняння з уза-

гальненою похiдною iз сталим запiзненням:

𝐷𝑋 ℎ−Φ (−𝜙 (𝑡))𝐹1 (𝑡,𝑋 (𝑡) ,𝑋 (𝑡 −∆)) =
= Φ (𝜙 (𝑡))𝐹2 (𝑡,𝑋 (𝑡) ,𝑋 (𝑡 −∆)) ,

𝑋 (𝑠) = 𝜌 (𝑠) , 𝑠 ∈ [−∆, 𝑡0] , (1)

де 𝑋 (·) : [𝑡0,𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛) , 𝑡0 = 0,∆ > 0 – стале
запiзнення, 𝑡 ∈ [𝑡0,𝑇 ],𝐹1,𝐹2 (·, ·, ·) [𝑡0,𝑇 ]×𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛)×
𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛) – багатозначнi вiдобра-
ження, 𝐹1,𝐹2 (·, ·, ·) [𝑡0,𝑇 ] × 𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛) × 𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛)→
𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛), 𝜙 (·) : [𝑡0,𝑇 ]→R – неперервна функцiя.

Φ (𝜙) =
{︃
1, 𝜙 > 0,
0, 𝜙 ≤ 0.

Аналогiчно як це було зроблено в [6] для рiв-
нянь без запiзнення, введемо наступнi означення
i поняття.

Означення. Багатозначне вiдображення 𝑋 (·) :
[𝑡0,𝑇 ]→ 𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛) називається розв’язком дифе-
ренцiального рiвняння (1), якщо воно неперервне
i на будь-якому вiдрiзку [𝜏𝑖 , 𝜏𝑖+1] ⊂ [𝑡0,𝑇 ], де

функцiя 𝜙 (·) на iнтервалi (𝑡𝑖 , 𝑡𝑖+1) є знакосталою,
задовольняє iнтегральне рiвняння

𝑋 (𝑡) +

𝑡∫︁
𝜏𝑖

Φ (−𝜙 (𝑠))𝐹1 (𝑠,𝑋 (𝑠) ,𝑋 (𝑠 −∆))d𝑠 =

= 𝑋 (𝜏𝑖) +

𝑡∫︁
𝜏𝑖

Φ (𝜙 (𝑠))𝐹2 (𝑠,𝑋 (𝑠) ,𝑋 (𝑠 −∆))d𝑠.

Якщо на iнтервалi (𝜏𝑖 , 𝜏𝑖+1) функцiя 𝜙 (𝑡) > 0,
то 𝑋 (·) задовольняє iнтегральне рiвняння

𝑋 (𝑡) = 𝑋 (𝜏𝑖) +

𝑡∫︁
𝜏𝑖

𝐹2 (𝑠,𝑋 (𝑠) ,𝑋 (𝑠 −∆))d𝑠

для 𝑡 ∈ [𝜏𝑖 , 𝜏𝑖+1] i 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝑋 (𝑡)) є зростаючою фун-
кцiєю.

Якщо на iнтервалi (𝜏𝑖 , 𝜏𝑖+1) функцiя 𝜙 (𝑡) < 0,
то 𝑋 (·) задовольняє iнтегральне рiвняння

𝑋 (𝜏𝑖) = 𝑋 (𝑡) +

𝑡∫︁
𝜏𝑖

𝐹1 (𝑠,𝑋 (𝑠) ,𝑋 (𝑠 −∆))d𝑠,

тобто

𝑋 (𝑡) = 𝑋 (𝜏𝑖)
ℎ−

𝑡∫︁
𝜏𝑖

𝐹1 (𝑠,𝑋 (𝑠) ,𝑋 (𝑠 −∆))d𝑠

для 𝑡 ∈ [𝜏𝑖 , 𝜏𝑖+1] i 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝑋 (𝑡)) є спадною функцiєю.
Якщо на iнтервалi (𝜏𝑖 , 𝜏𝑖+1) функцiя 𝜙 (𝑡) = 0,

то
𝑋 (𝑡) = 𝑋 (𝜏𝑖)

для 𝑡 ∈ [𝜏𝑖 , 𝜏𝑖+1] i 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝑋 (𝑡)) є постiйною функцi-
єю.

Умова iснування єдиного розв’язку
Спираючись на [10] сформулюємо наступнi те-

ореми:
Теорема 1. 𝐹1 та 𝐹2 – неперервнi вiдображення

та в деякому околi точки (𝑡0,𝜌 (𝑡0) ,𝜌 (𝑡0 −∆)) задо-
вольняють умову Лiпшиця за 2-ою та 3-ою змiн-
ними iз сталою 𝜆. Нехай початкова функцiя 𝜌 (𝑠)
є неперервною, а запiзнення ∆ – невiд’ємним.
Тодi iснує єдиний розв’язок 𝑋 (𝑡) рiвняння (1) для
𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜎 , де 𝜎 – скiльки завгодно мале.

Теорема 2. Нехай виконуються всi умови тео-
реми 1. Тодi розв’язок рiвняння (1) неперервно у
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просторi 𝑐𝑜𝑚𝑝 (R𝑛) залежить вiд початкової фун-
кцiї та при ℎ (𝜌1 (𝑠) ,𝜌2 (𝑠)) ≤ 𝛿, 𝛿 > 0, 𝑠 ∈ [−∆; 𝑡0]
маємо:

ℎ (𝑋1 (𝑡) ,𝑋2 (𝑡)) ≤ 𝛿𝑒2𝜆(𝑡−𝑡0), 𝑡 ≥ 𝑡0.

Числовий алгоритм побудови розв’язку
диференцiального рiвняння з

узагальненою похiдною iз сталим
запiзненням

Спираючись на означення розв’язку рiвняння
(1) , теореми 1 i 2 та [11] сформулюємо числовий
алгоритм побудови розв’язку диференцiального
рiвняння з узагальненою похiдною з запiзнен-
ням.

Нехай розмiрнiсть простору 𝑛 = 2. Запишемо
формулу для «ламаної» Ейлера у випадку ди-
ференцiального рiвняння (1).

𝑋𝑚 (𝑡) =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑋𝑚 (𝑡𝑘) + (𝑡 − 𝑡𝑘)𝐹2 (𝑡𝑘 ,𝑋 (𝑡𝑘) ,𝑋 (𝑡𝑘 −∆)) , 𝜙 (𝑡) > 0,

𝑋𝑚 (𝑡𝑘)
ℎ− (𝑡 − 𝑡𝑘)𝐹1 (𝑡𝑘 ,𝑋 (𝑡𝑘) ,𝑋 (𝑡𝑘 −∆)) , 𝜙 (𝑡) < 0,

𝑋𝑚 (𝑡𝑘) , 𝜙 (𝑡) = 0.

𝑡 ∈ [𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1] , 𝑘 = 0,𝑚− 1,𝑋𝑚 (𝑠) = 𝜌 (𝑠) , 𝑠 ∈ [−∆, 𝑡0] .
Використовуючи апарат опорних функцiй,

отримуємо:
𝐶 (𝑋𝑚 (𝑡𝑘+1) ,𝜓) =⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐶 (𝑋𝑚 (𝑡𝑘) ,𝜓) + 𝛿𝐶 (𝐹2 (𝑡𝑘 ,𝑋 (𝑡𝑘) ,𝑋 (𝑡𝑘 −∆)) ,𝜓𝑖) ,
𝐶 (𝑋𝑚 (𝑡𝑘) ,𝜓)− 𝛿𝐶 (𝐹1 (𝑡𝑘 ,𝑋 (𝑡𝑘) ,𝑋 (𝑡𝑘 −∆)) ,𝜓𝑖) ,

𝐶 (𝑋𝑚 (𝑡𝑘) ,𝜓𝑖) .

при 𝑡 = 𝑡𝑘+1, 𝜓𝑖 =
(︃
𝑐𝑜𝑠𝛾𝑖
𝑠𝑖𝑛𝛾𝑖

)︃
,𝛾𝑖 =

2𝜋𝑖
𝑝 , 𝑖 = 0,𝑝 − 1.

Рис. 1. Побудова граничних точок чисельного наближе-
ння опуклої множини

Для побудови апроксимацiї (рис. 1) знайде-
мо точки перетину опорних гiперплоскостей до
множини 𝑋𝑚 (𝑡𝑘) в напрямках векторiв 𝜓𝑖 i 𝜓𝑖+1,
𝑖 = 0,𝑝 − 1, 𝜓𝑝 = 𝜓0:{︃

(𝑥,𝜓𝑖) = 𝐶 (𝑋𝑚 (𝑡𝑘) ,𝜓𝑖) ,
(𝑥,𝜓𝑖+1) = 𝐶 (𝑋𝑚 (𝑡𝑘) ,𝜓𝑖+1) .

Це лiнiйна система вiдносно невiдомого векто-
ра 𝑥 ∈R2 з визначником

∆ =
(︃
𝑐𝑜𝑠𝛾𝑖 𝑠𝑖𝑛𝛾𝑖
𝑐𝑜𝑠𝛾𝑖+1 𝑠𝑖𝑛𝛾𝑖+1

)︃
= 𝑠𝑖𝑛 (𝛾𝑖+1 −𝛾𝑖) = 𝑠𝑖𝑛

2𝜋
𝑝
, 0.

Позначимо розв’язок системи через 𝑥𝑖 , 𝑖 =
0,𝑝 − 1. Побудуємо багатокутник з вершина-
ми в точках 𝑥0, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑝−1, який позначимо
𝑄
𝑝
𝑘 . Критерiєм закiнчення роботи алгоритму є⃒⃒⃒⃒

area𝑄𝑝+1𝑘+1 − area𝑄𝑝𝑘
⃒⃒⃒⃒
< 𝜀, де 𝜀 – наперед задане

число.

Приклад побудови розв’язкiв
диференцiального рiвняння з

узагальненою похiдною iз сталим
запiзненням

Розглянемо рiвняння виду:

𝐷𝑋 ℎ−Φ (𝑡 − 5) 1
2
𝑋 (𝑡 −∆) =

= Φ (5− 𝑡)𝑋 (𝑡) ,𝑋 (𝑠) = 𝑋0 (𝑠) , 𝑠 ∈ [−∆,0] (2)

де 𝑋0 = 𝑆100

(︃
0
𝑡

)︃
, тодi 𝑐 (𝑋0,𝜓) = 𝑡𝜓2 +100

⃦⃦⃦
𝜓
⃦⃦⃦
.

За допомогою пакету Octave мною був побу-
дований розв’язок диференцiального рiвняння з
узагальненою похiдною iз сталим запiзненням з
початковою множиною 𝑋0, розбиттям 𝑚, кiлькi-
стю «ламаних» Ейлера 𝑝 та сталим запiзненням
∆ на вiдрiзку часу 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]. Нижче наведений
приклад роботи цiєї програми.

Рис. 2. Графiк розв’язку рiвняння (2) при 𝑚 = 30, 𝑝 = 30,
∆ = 30, 𝑇 = 30

Треба зазначити, що запiзнення ∆ повинно
бути кратним кроку по часу ℎ = 𝑇−𝑡0

𝑚 .

Висновки
У доповiдi сформульовано поняття розв’язку,

теореми iснування єдиного розв’язку диффе-
ренцiального рiвняння з узагальненою похiдною
iз сталим запiзненням та про неперервну зале-
жнiсть цього розв’язку вiд початкової функцiї,
запропонований числовий алгоритм розв’язку
таких рiвнянь за допомогою «ламаних» Ейлера,
приведений приклад роботи цього алгоритму.
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